Univerza v Mariboru

Fakulteta za logistiko

Zbirka nalog iz

Matematicnih metod 1

MAJA FOSNER in BENJAMIN MARCEN

Celje 2010



Izdala: Univerza v Mariboru, Fakulteta za logistiko,
Mariborska cesta 7, 3000 Celje

Leto izida: Celje, 2010

Naslov: Zbirka nalog iz Matemati¢nih metod 1

Avtor: izred. prof. dr. Maja Fosner in Benjamin Marcen
Recenzent: izred. prof. dr. Ajda Fosner

Lektoriral: izred. prof. dr. Ajda Fosner

Oblikoval in pripravil prelom: Benjamin Marcen

CIP - Katalozni zapis o publikaciji
Narodna in univerzitetna knjiznica, Ljubljana

51(075.8)(076.1)(0.034.2)

FOSNER, Maja

Zbirka nalog iz matemati¢nih metod I [Elektronski vir] / Maja Fosner in
Benjamin Marcen. - El. knjiga. - Celje : Fakulteta za logistiko, 2010
Nacin dostopa (URL):

http://fl.uni-mb.si/wp-content /uploads/2011/04
/Prirocnik  Zbirka nalog  MM1.pdf

ISBN 978-961-6562-47-8

1. Marcen, Benjamin

256073216



Predgovor

Zbirka nalog iz Matemati¢nih metod I vsebuje naloge in resitve celotne snovi,
ki je po uénem nacrtu predpisana za studente prvega letnika univerzitetnega
studijskega programa Tehniska logistika na Fakulteti za logistiko Univerze v
Mariboru.

Namen zbirke nalog je z nalogami podkrepiti snov ucbenika Matematicne me-
tode I in na ta nacin boljse razumevanje in ustrezna uporaba snovi, v povezavi
z ostalimi aktivnostmi v sklopu predmeta Matemati¢ne metode I.
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Poglavje 1

Osnove

1.1 Realna stevila

1. Zapisite elemente mnozic:
(a) A={zeN; 2z <9}
(b) B={zx€Z; -3<z<5}
(c) C={zr€Z; 2-2="T}
(d)

)

64
(e) E={z€eR; 22 -3 =2}

d D:{xe(@; :1:222}

Resitev.

(a) Mnozica A vsebuje tista naravna stevila, ki so manjsa od 9.
Torej: A={1,2,3,4,5,6,7,8}.

(b) Mnozica B vsebuje tista cela Stevila, ki so vedja od -3 ter manjsa
ali enaka 5. Torej: B ={-2,—-1,0,1,2,3,4,5}.

(¢) Mnozica C vsebuje tista cela Stevila, ki resijo enacbo 2 -2 = T7.
Resitev je stevilo 3,5.
To Stevilo ni celo, torej je reSitev prazna mnozica. C' = ().

(d) Mnozica D vsebuje tista racionalna stevila, katerih kvadrat je enak
9 i Seuili . _3:.3 o _Jf_3 3
51 Taksni stevili sta dve: —% in . Torej: D = {—g, g}.

(e) Mnozica E vsebuje tista realna Stevila, ki resijo enacbo 22 — 3 = 2.
V mnozici realnih Stevil ima dana enacba dve resitvi: = —/5 ter

z =+/5. Torej: E = {—\/5_, \/5}



2. Naj bodo dane mnozice A = {1,3,5}, B ={1,2,3,4} inU = {1,2,3,4,5,6,7}.

Zapisite elemente mnozic:

Resitev.

(a) V uniji mnozic AU B so tista realna Stevila, ki so vsaj v eni od
mnozic A ali B.
AUB = {1,2,3,4,5).

(b) V mnozici A\B so tista realna stevila, ki so v mnozici A in niso v
mnozici B.
A\B = {5}.

(¢) V preseku mnozic AN B so tista realna stevila, ki so hkrati v obeh
mnozicah A in B.

ANB={1,3}.

(d) V mnozici B\A so tista realna Stevila, ki so v mnozici B in niso v
mnozici A.
B\A = {2,4}.

(e) V komplementu mnozice AN B so tista realna stevila, ki so v uni-
verzalni mnozici ¢ in niso v mnozici AN B.

(AN B)Y ={2,4,5,6,7}.

(f) Potenéna mnozica P(A) je mnozica vseh podmnozic mnozice A.
P(A) ={{1}.{3}. {5} . {1.3},{1,5},{3,5} ,{1,3,5},0}.

(g) Kartezi¢ni produkt A x B je mnozica vseh urejenih parov (z,y),
ki imajo prvo komponento iz mnozice A, drugo komponento pa iz
mnozice B.



Torej je:
Ax B={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4)}.

3. Grafi¢no predstavite mnozici:

(a) R={(z,y) €eR* z € [-1,5] A ye [-1,5]A z—y+2 <0}
(b) R={(z,y) eR* 2 <y+2 A 3z—y >0}

Resitev.

(a) Prva dva pogoja dolocata kvadrat z ogliséi A (—1,—1), B(5,—1),
C(5,5), D(-1,5).
Iz zadnjega pogoja pa sledi y > x + 2, ki doloc¢a zaprto polravnino
nad premico y = = + 2. Graf je na sliki (1.1).

J

Pl I

5 + 2 0 2 3 §

Slika 1.1: Naloga 3.a

(b) Iz prvega pogoja sledi y > x — 2, ki doloca zaprto polravnino nad
premico y = x — 2, iz drugega pogoja pa sledi y < 3z, ki doloca
zaprto polravnino pod premico y = 2.

Graf je na sliki (1.2).



a0 3 5 2 2 V-z 2 & D

Slika 1.2: Naloga 3.b

4. Za dani mnozici graficno predstavite njuno unijo, presek ter obe razliki.
A=A{(z,y); y<a}in B={(x,y); 2* +y* <9}

Resitev.

Prva relacija doloca polravnino pod premico y = x, druga pa obmocje
kroga s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in polmerom 3. (z?+y? = 32

je enacba kroznice z izhodis¢em v koordinatnem izhodis¢u in polmerom
3).

Slika 1.3: AUB
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Slika 1.4: AN B

Slika 1.5: A\B
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Slika 1.6: B\A

5. Na Stevilski premici predstavite intervale A = [-2,4), B = (0,7], C =
[—1, 2] ter zapisite intervale: AUB, A\C, ANB, A\B, (ANC)\B.

Resitev.

Mnozice narisemo eno pod drugo.

3 1 o 1 2 3 4 5 & 7 P

T T T T T T T T T T T

5 1 a 1 H 3 4 5 & 7 g
: ;

5 1 o 1 2 3 4 5 & 7 B

Slika 1.7: Naloga 5

e V uniji mnozic A U B so tista realna stevila, ki so vsaj v eni od
mnozic A ali B. Nazorno to na sliki pomeni "tam, kjer je vsaj ena
odebeljena crta'.

AUB =1[-2,7].
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V mnozici A\C' so tista realna Stevila, ki so v mnozici A in niso v
mnozici C. Nazorno to na sliki pomeni, da iz mnozice A izloCimo
"tisti del, kjer je ¢rta dvojna’.

A\C =[-2,-1)U(2,4).

e V preseku mnozic AN C' so tista realna stevila, ki so hkrati v obeh
mnozicah A in C. Nazorno to na gornji sliki pomeni "dvojno ode-

beljeno crto".
ANB=(0,4).

e A\B=1[-2,0].

(ANC\B = [~1,0].

6. V mnozici realnih stevil resite enacbe:

(a) —(x—2)° =22 —3—(z—1)(z+3)
(b) 32—2)—4(-3+2z)=2x+4

) 243z 4 (z+3)° =22+ 1149z

(

(

r42)° = (z+7)x= -3z

(c
(d
(e) 2?
(f) 222 =32+ 1=
g) 2 =20 +T7=0
(h) 23 — 222 = 11z — 12

)
)

Resitev.

(a) Enacbo resimo na slede¢i nacin:
e Odpravimo oklepaje: —2% +4x —4 =22 — 3 — 22 — 22 + 3.

e Skr¢imo izraz in po ureditvi dobimo enacbo 4x = 4 z resitvijo
r=1.
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(b)

()

Enacbo resimo po istem postopku kot v prejsnjem primeru in do-
14

bimo resitev: z = 3.
Po ureditvi dobimo identi¢no izpolnjeno enac¢bo 0 = 0, kar pomeni,
da je vsako realno stevilo x € R resitev dane enacbe.

Mnozica resitev je R.

Po ureditvi dobimo prostislovno ena¢bo 4 = 0, kar pomeni, da no-
beno realno stevilo ne resi dane enacbe. Mnozica resitev enacbe je
prazna.

Enacba je kvadratna. Uredimo jo tako, da so vsi nenicelni ¢leni na
eni (levi) strani enacbe 22 —x — 12 = 0.

e Razstavimo izraz na levi strani po Vietovem pravilu

2+ (a+b)z+ab=(z+a)(x+b)
in dobimo (z 4 3) (x —4) = 0.

e Produkt (z + 3) (x —4) je enak 0, kadar je eden od faktorjev
enak 0: (x +3)=0ali (x —4) =0.

e Dobimo dve reSitvi: x1 = —3 in x5 = 4.

Resitve kvadratne enacbe ax?+bz+c = 0 izra¢unamo po naslednjem
postopku:

—b++D

D = b* — 4ac, Tig =
2a

(1.1)

V naSem primeru ( 222 —3x+1=0)jea=2, b= -3, c=1. Iz
tega sledi

—(=3)+v1 3+1
D=(-3°-4-2-1=1, x15= (2)2¢_= |

341 3-1 1
NETL T T Ty
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(g) Po (1.1) dobimo D = —24. Resitev /D = /=24 ni realno Stevilo,

zato dana enacba nima realnih resitev.

(h) Kadar je izraz na levi strani enacbe (stopnje visje od 2) reSitev x;
pois¢emo s pomocjo pravil za ugotavljanje nicel polinoma. Pravili
sta naslednji:

i. Cele nicle polinoma s celimi koeficienti iS¢emo samo med deli-
telji prostega clena.

ii. Racionalne nicle polinoma s celimi koeficienti iS¢emo samo med
ulomki, ki imajo v Stevcu delitelj prostega ¢lena, v imenovalcu
pa delitelj vodilnega koeficienta.

e S pomocjo pravil uganemo: z; = 1.

e Delimo:
(23 =222 = 1lz+12): (z — 1) = 2% — 2 — 12
—(2® —a?)
—2? — 11z + 12
— (—z* + )
— 122 4+ 12
(122 4 12)

e Dobljeno enacbo zapisemo v razstavljeni obliki

(2" =22 =1z +12) = (2 +3) (z — 4) (z — 1) = 0.

e [zracunamo reSitve: x1 =1, 19 =4, r3 = —3.
Opomba: Namesto deljenja lahko uporabimo Hornerjev algori-
tem.
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7. Resite iracionalno enacbo in napravite preizkus.

V2r—3—-2=x—-95

Resitev.

Enacbo uredimo tako, da izraz pod koren postavimo na eno stran enacbe:

V2 —3=x—3.

e Enacbo kvadriramo (odpravimo koren):

2r —3 =212 —6x+09.

e Resimo kvadratno enacbo: 22 — 8x + 12 = 0.

e Izracunamo resitve: x; = 2 in x5 = 6.

e Napravimo preizkus: x; = 2 in x5 = 6 vstavimo v prvotno enacbo.
e Ugotovimo: z; ne ustreza prvotni enachi, o pa ustreza.

e Resitev prvotne enacbe je le x5 = 6.

Opomba: Ce med resevanjem enacbo kvadriramo, je preizkus obve-
zen. Kvadrirana enac¢ba ima (navadno) vec resitev od prvotne.

8. Resite eksponentne in logaritemske enacbe:

r—1
(@) 307 = (3)
(b) log sz =4
(c) log,3 = log,27 — Ine?

Resitev.

(a) Enakost 397 = (373)*"! da enakost cksponentov (z — 1)z =
—3(x — 1) in resitev 1 = 1 in 29 = —3.

(b) Po definiciji logaritma je z = (\/§>4, torej x = 4.

16



(¢) Enacbo uredimo tako, da logaritme postavimo na levo stran enacbe

log,27 — log,3 = Ine? .

e Po definiciji velja: log,27 —log,3 = logx% = log,9.
e Sledi: log,9 = 2.

e Reditev je enaka 22 = 9, torej x; = 3 in x5 = —3.

9. V mnozici realnih sStevil resite naslednje neenacbe:

(a) 2(x —3) < —-3(1—22)+5
(b) z? 4 2z > 15

—2+x
(c) 2555 <0
Resitev.

(a) Linearno neenacbo resimo na slede¢i nacin:

e Odpravimo oklepaje ter ¢lene z neznanko z prenesemo na levo
stran neenacbe. Neenacbo uredimo.

—4xr < 8.

e Ce je koeficient pri neznanki x negativen, neenac¢ho mnozimo z
- 1. Pri tem se neenakost obrne:

4r > —8.
e Po deljenju s (pozitivnim) stevilom 4 dobimo resitev:
T > —.
— 4

e Resitev je x > —2 oziroma x € [—2,00).

17



(b) Kvadratne neenacbe in neenacbe visjih stopenj resimo na sledeci
nacin:

e Vse ¢lene prenesemo na levo stran:

22+ 2r—15>0.

e Enacbo razstavimo: (z — 3)(z 4+ 5) = 0. Resitvi sta: z; = 3 in
To = —5.

e Izberemo vrednost med -5 in 3, ki sta nicli izraza. Pomagamo
si z grafom ali realno osjo.

e Ceizberemo vrednost 2 = 0, je vrednost izraza v tej tocki enaka
—15. Funkcijska vrednost je negativna.

e Vrednost izraza z? + 2z — 15 je torej povsod, na intervalu med
nic¢lama, negativna.

e V vsaki od nicel pa se predznak spremeni.

e Tako lahko zapisemo interval, kjer je izraz strogo pozitiven:

x € (—o00,—5) U (3,00).

(c) Ce imamo na levi strani neenakosti (urejene tako, da je na desni
vrednost 0) racionalen izraz, na realno os nariSemo vse nicle stevca
in imenovalca. Racionalen izraz spremeni predznak bodisi v nicli
stevca bodisi v ni¢li imenovalca. Iz ustrezne slike odc¢itamo resitev
(kot v prejsnjih primerih): z € (—4,2]. Pomagamo si lahko tudi
tako, da narisemo graf dane racionalne funkcije in odé¢itamo resitev.
Opomba: nicla imenovalca —4 ni resitev (tam neenacba ni defini-
rana), ni¢la Stevca 2 je resitev (neenakost ni stroga).

18



10. Resite sistem neenacbh:

(a) z+2>0in -3+ 2z <1
(b) 4+ 7<6in 2? — 13 < 3

(c) 28 <0in 2® — 5z > —6

Resitev.

(a) Resimo vsako neenacbo posebej:
L x4+2>0 z€[-200).
ii. —3+2x <1: z € (—00,2).

Obe neenacbi resijo tisti x € R, ki so v preseku resitev posameznih
enach:
r € [—2,00) N (—00,2) = [-2,2).

(b) i 2+4+7<6:x€ (—o0,—1).
ii. 2?2 — 13 < 3: € (—4,4).

Obe neenacbi resijo tisti x € R, ki so v preseku resitev posameznih
enacbh:
x € (—oo,—1)N(—4,4) = (—4,—1).

(c) i 2228 <0: x € (—o00,—3)U(1,00)

ii. 22 —bx > —6: z € (—o0,2] U [3,00)

Obe neenacbi resijo tisti x € R, ki so v preseku resitev posameznih
enach:
x € (—o0,—3) U (1,2 U[3,00).
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11. Dano mnozico zapisite kot interval in mu dolocite maksimum, minimum,
supremum ter infimum mnozice.

(a) A={zxeR; 7T>x—-3> -2}
(b) B={reR;, z—3<2x+1< —-3z+6}

Resitev.

(a) Mnozica A vsebuje tiste # € R, ki ustrezajo neenacbama

i. 7> x — 3 zresitvijo 10 > z oziroma = € (—o0, 10] in

ii. x —3 > —2 z resitvijo z > 1 oziroma z € (1, 00).

Obema neenacbama ustrezajo tisti x € R, ki so v preseku re-
sitev posameznih neenach: A = (—o00,10] N (1,00) = (1, 10]
oziroma

A={zreR; 1<z<10}

Zapisimu supremum, infimum, maksimum in minimum mnozice A:

e supA = 10 (najmanjsa zgornja meja)

e infA = 1 (najvecja spodnja meja)

e maxA = 10 (najvecje Stevilo mnozice A)

e minA ne obstaja (mnozica A ne vsebuje najmanjsega stevila,

saj infimum ni vsebovan v mnozici)

(b) Mnozica B vsebuje tiste x € R, ki ustrezajo neenacbama

i. 2 —3 <2z + 1z resitvijo —4 < x oziroma z € (—4,00)

ii. 22+ 1 < =3z + 6 resitvijo z < 1 oziroma z € (—o0, 1]

B={reR, —-4<z<1}
Zapisimu supremum, infimum, maksimum in minimum mnozice A:

e maxB =1
e minB = ne obstaja
e supbB =1
e infB = 4.

20



12. V mnozici realnih stevil resite naslednje enacbe, neenacbe in sistem ne-
enach z absolutno vrednostjo:

(a) | —3|=5
(b) |z —4|=]x+5+3—=x
(¢) |2z —3| <5

(d) = — |z| < |z+5|—13

Resitev.

(a) Najprej zapisemo:

=3 = r—3, z—3>0
|l —(x=3), —-3<0

e Ce je x > 3 postavimo pred absolutno vrednost predznak + in
reSimo enacbo. Torej je:

lt—3|=(x—-3)=5
r = 8.

e Ceje x < 3 pa pred absolutno vrednost postavimo znak —.

—|lzt—=3]=—(r—3)=5

Enacba ima dve resitvi 1 =8, x9 = —2.

(b) Zapisemo pogoja:

o — 4] = r—4, v—42>0
|l —(x—4), —4<0

r+5 x+5>0
|$+5|_{ —(z+5), z+5<0
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Kadar nastopata v enacbi dve absolutni vrednosti z neznanko zapi-
semo §tiri pogoje.

e Cejex>4in x> —5 velja skupen pogoj = > 4.
Resimo enacbo:

(r—4)=(x+5)+3—x
x =12.

xr = 12 je resitev, ker ustreza pogoju z > 4.
e Cejex <4inz < —5 velja skupen pogoj x < —5.
Resimo enacbo:

—(z—4)=—(x+5)+3—-z
r = —6.

x = —6 je resitev, ker ustreza pogoju x < —5.

e Cejex >4in z < —5 skupnega pogoja NI.

e Cejex <4in x> —5 velja skupen pogoj —5 < z < 4.
Resimo enacbo:

—(r—4)=(x+5)+3—=x

xr = —4.
xr = —4 je resitev, ker ustreza pogoju —5 < x < 4.
Resitve enacbe so tri: 1 =12, x5 = —6, x3 = —4.

22



(c¢) Neenacbe resujemo podobno kot enacbe.

Najprej zapisimo:

90 3| 203 2w=320
" - (22-3), 20-3<0

o Cejex > %, postavimo pred absolutno vrednost predznak + in
reSimo neenacbo.

(2x —3) <5
T < 4.

Resitev je: 3 < < 4.

o Ceje < %, pa pred absolutno vrednost postavimo znak —.

—(2x—-3) <5
—2r<b5—-3
> —1

Resitev je: —1 <z < %
Skupna resitev neenacbe je: (—1,4).

(d) Ponovno bomo uporabili stiri pogoje.

Zapisemo pogoja:

| = r, >0
|l —(z), <0

r+5, x+5>0
|$+5|_{ —(x+5), z+5<0

23



e Cejex>0in z > —5 velja skupen pogoj = > 0.
Resimo neenacbo:
r—(z)<(r+5)—13
x> 8.

Resitev je: z > 8.

e Cejex <0inz < —5 velja skupen pogoj x < —5.
Resimo neenacho:

r—(—(z))<—(r+5)—13
dr < —18
x < —6

Resitev je: x < —6.

e Cejex >0in z < —5 skupnega pogoja NI.

e Cejex <0in x> —5 velja skupen pogoj —5 < z < 0.
Resimo neenacbo:

r—(—(2) <(x+5)—13
r < —8

Skupne resitve NI.

Resitev neenacbe je: (—oo, —6) U (8, 00).
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1.2 Kompleksna stevila

1. Izracunajte:

Resitev.

(a) Kompleksna stevila sestevamo (odstevamo) po komponentah, mno-
zimo (potenciramo) jih kakor dvoclenike.

(i +3) (2—iV3) = 2i — *V/3+ 6 — 3iV/3 = (upostevamo i* = —1)

=2 +V3+6-3iV3=(6+V3)+i(2-3V3).
(b) Kot zgoraj: (i +2)* — (1—iv3) =5 +i(4+2v3).

(¢c) Za zaporedne potence Stevila i velja:

4k

= 1, Ak

=i, =1

Uporabimo zgoraj zapisano:

2" — (~26%)" = 2(~1) - (~8¢") = ~2 4 8i.

(d) Kompleksna stevila delimo tako, da Stevec in imenovalec mnozimo
z imenovalcu konjugiranim kompleksnim Stevilom.

2i+1  2i+1 i+1 —1+43i 1 3
—i+1 —i+1 i+1

> 2"
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2. Dano je kompleksno stevilo z = 2 — 4s.

Izracunajte

Resitev.

(a) Realna komponenta kompleksnega stevila z: Re (z) = 2.

(b) Imaginarna komponenta kompleksnega stevila z: I'm (z) = —4.

(¢) Stevilu z konjugirano kompleksno §tevilo Z dobimo, ¢e spremenimo
predznak imaginarne komponente: Z = 2 + 41.

(d) Absolutna vrednost kompleksnega stevila |z| pomeni oddaljenost
kompleksnega stevila z od izhodis¢a. Izracunamo jo po Pitagoro-

vem izreku: |z| = /22 4 (—4)* = V20 = 2/5.

(¢) 2tZ — _2ditdidi 4 _ _ 4
1—2%z  1—(2—4i)(2+4i) _ 1—(4+16) 19

3. V mnozici kompleksnih Stevil resite naslednje enacbe:

(a) 22+16=0
(b) 22—22+3=0
(c) iz2+(4—i)z—2=0

Resitev.
(a) Enacba z? = —16 ima v mnozZici kompleksnih Stevil resitvi

219 = V=16 = +V16/—1 = +4i.

(b) Uporabimo formulo za izra¢un korenov kvadratne enacbe.

4+ +/— 44 2/21
- ) 8: 2\/_Z:2i\/§¢

21,2
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Opomba: Kompleksni resitvi kvadratne enacbe z realnimi koefici-
enti sta med sabo konjugirani.

(c¢) Formula za izra¢un korenov kvadratne enacbe velja tudi, ¢e koefici-
enti a, b, ¢ niso realna stevila.

D=(4—1i)?—4(i)(-2)=15

—(4—-i)£V15  —4+i+V15 1 44415,

A2 = 2 - 2 ot
1+4+\/15, 1+4—\/15_
==+ ———021 ==+ ——1.
179 9 7t 2

4. Poisc¢ite kompleksna stevila z, ki ustrezajo:

() |z2| —2=3+2

(b) Re(z+iz) =2 in Im(z) = —1

(c) [z—2+2i|=1inRe(z —2+4+2i)=1

(d) |z (2—32)z|—|z—|—z+x|
) |

(e
Resitev.

(a) Ce v enac¢hi nastopa bodisi konjugirana vrednost bodisi absolutna
vrednost bodisi realna ali imaginarna komponenta kompleksnega
stevila z, iS¢emo neznano Stevilo z v obliki z = x + yi, kjer sta
xz,y € R.

e Vstavimo z = x + y2 v enacbo in dobimo:

Va2 +y? — (x+yi) =3+ 2i.

Kompleksni stevili sta enaki, ¢e imata enako realno in imagi-
narno komponento.
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e Enakost imaginarnih komponent da enachbo —yi = 2¢ in resitev

y=—2.

e Enakost realnih komponent da enacbo /2? + y? —x = 3 (vsta-
vimo y = —2), :1:2—1—4—:17:3in$:—%.

e [skano kompleksno stevilo je z = —% — 2.

(b) Kompleksno stevilo z zapiSemo v obliki z = x + yi.

e Iz druge enacbe dobimo Im(z) = -1 =y.
e Dobljeni y vstavimo v prvo enacbo.
e Enachi Re(z +iz) =2 in x — y = 2 nam data resitev z = 1.

e [skano kompleksno stevilo je z =1 — 4.

(c) Kompleksno stevilo z zapiSemo v obliki z = x + yi.

e Iz druge enacbe dobimo Re(z — 2+ 2i) = 1 = x — 2 7 resitvijo
T =3.

e [zracunani x vstavimo v prvo enacbo in dobimo

134 yi— 242 =1+ (y+2)i| =12+ (y+2)* = 1.
e Dobimo kvadratno enac¢bo: 1+ 4>+ 4y +4 =1
z resitvijo y = 2.
e [skano kompleksno stevilo je z = 3 — 2i.
(d) Kompleksno stevilo z = x + yi vstavimo v enacbo in dobimo:
|z —yi— (2 —3i)i| = [(x + yi) + i+ x|

|z —yi —2i — 3| = |22 + yi + i

|z =3+ (—y—2)i| =20+ (y + 1)1

V@ =32+ (—y—2% = /o) + (y + 1)°
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. . 2 _
od koder izrazimo y = 3=+32=12,

Enacbo resijo vsa kompleksna stevila, katerih komponenti sta enaki:

<3x2—|—6x— 12) ,
z=1x+ B reR.

(e) Kompleksno stevilo z = x + yi vstavimo v enacbo in dobimo:

|t + (—y—2)i| <5
2+ (y+2)7°<5

x2+(y+2)2§52

Resitev predstavljajo Stevila, ki lezijo (v notranjosti kroga in na
kroznici) s srediséem v tocki S(0, —2) in polmerom 5.

5. Zapisite kompleksno Stevilo z v polarni obliki.

(a) 2 =+8+i
(b) z =53 —5i
(c) 2= —12 —4/3i

Resitev.

(a) Oddaljenost stevila z od izhodis¢a je |z| = /8 +1 = 3.
Kot, ki ga tvori poltrak iz izhodisc¢a skozi z s pozitivnim poltrakom
realne osi je enak

1Y

p =tan = + k7.
x

Za k izberemo tako stevilo 0, 1, 2, da bo ¢ lezal v istem kvadrantu
kot tocka z (z,y).
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1
Y= tan™'— + krr

V8
©=19,47 + kr

Za k izberemo stevilo 0, saj tocka z (\/g, 1) lezi v prvem kvadrantu.

2 =3 (cos (19,47") +isin (19,47°)) .

(b) Oddaljenost stevila z od izhodisca je |z| = /75 4+ 5 = v/80. Tocka
z (5\/3, —5) lezi v cetrtem kvadrantu. Kot, ki ga tvori poltrak iz
izhodisca skozi z s pozitivnim poltrakom realne osi je

-5 .
tan '—— = —30
5v/3
¢ =—-30"+27

z=1/80 (cos (3300> + 7sin (3300»

(¢) Oddaljenost stevila z od izhodiséa je |z| = /144 +48 = /192.
Tocka z (—12, —4\/3) lezi v tretjem kvadrantu. Kot, ki ga tvori
poltrak iz izhodisca skozi z s pozitivnim poltrakom realne osi je

-3

t —— =30
an 15

©=230"+1m

2 =+192 (cos <21OO) + 4sin (2100))
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6. Izracunajte potenco.

(~v2i+ V3 + 4v2i)’

Resitev.

Prednost polarnega zapisa kompleksnega stevila

z = |z| (cosp +isingp )

se pokaze pri potenciranju in korenjenju.
Velja:
2" = |2]" (cos (np) + isin (ngp))

e Dano stevilo zapisemo v polarnem zapisu:

2= V21 (cos (67,80°) +isin (67,80°))

e Potenciramo z uporabo gornje formule:

o = (V21" (cos (6 (67,50°)) +dsin (6 (67,50°)))

(—\/ﬁz' +V3+ 4\/52')6 — 9261 (0, 68 + i0, 728) = 6297 + 67514.

7. Resite enacbo
=44,

Resitev.

Resitev enacbe

2" =1 (cos () +isin(p))

je n razlicnih korenov kompleksnega Stevila r (cos () + dsin (¢)).

o 2%
- W(cos <W> + dsin (W» E=01,2.. . n—1
n n
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e Kompleksno stevilo na desni strani enacbe zapisemo v polarni obliki

4—i=r(cos(p) +isin(p))

4 —i =17 (cos (3467) +isin (346”)).

e Po zgoraj navedeni formuli zapisemo 3 korene dane enacbe:

3 3

346° 4+2-0 - 346 4+2-0 -
Z0 = \3/\/ﬁ<cos< * W) —i—isin( i W)) =

20 = V17 (cos (115,33%) +isin (115,33"))

3 3

346° +2-1- 346° +2-1-
2 = \3/\/1_7<cos< + W) —i—isin( + W)) =

2 = V17 (cos (235,33%) + isin (235,33"))

460 + 2.2 46° +2-2-
29 = \3/\/1_7<cos <3 67+ W) + 2sin (3 6+ W)) =

3 3

2 = V17 (cos (355, 330) 1 isin (355, 330)) :
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8. Izracunajte:

2= \/2—3iV2

Resitev.

Najprej zapisemo kompleksno stevilo z v polarni obliki.

2 =2-3V2i
2] = \/(2)2+ (—3\/5)2 — VA 18 =22

_3 o
@ = tan~ — = —64,8

2 =1/22 (cos 295,2° + isin 295, 2° ) .

Pois¢imo sedaj n razlicnih korenov kompleksnega stevila z.

2k 2k
zk:{b/?(cos(gpjL W) +isin<gp+ 7T> ), k=0,1,2.
n n

205,2° +2-0- 205,2° +2-0-
2'02\3/\/@<cos<957 i OW) —i—isin(%7 * 07T>>,

3 3

20 = V22 (cos (98,40) + ¢sin (98,40) ) )

295,2° +2-1- 205,2° +2-1-
21:3\/22<cos< ’ —g W) —|—z'sin< ’ Z W)),

2 = V22 (cos (218,33°) +isin (218,33°) ),

205.2° +2.2. 205.2° +2.2.
22:\3/\/22<cos< 2+ W) —|—z'sin< 2 + W)),

3 3

2 = V/22 (cos (338,33") +isin (338,33") ).
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1.3 Razmerja in sorazmerja

1. Iz razmerja x : 5 = 7 : 25 dolocite neznano Stevilo .

Resitev. Kerje5-7:25-:cjex:%

2. Sorazmerji

a:b=2:5inb:c=7:16

zapisite v obliki razsirjenega razmerja.

Resitev. Podani sorazmerji zelimo zapisati voblikia:b:c=x:y: 2.
Dolo¢iti moramo neznanke z,y in z. Iz prvega razmerja vidimo, da je
ba = 2b, iz Cesar sledi b = %a. Iz drugega razmerja 7c¢ = 16b lahko
izrazimo ¢ in dobimo ¢ = 1—766. Ker je b = ga, jec = % . ga = 8. Iz

14
tega sledi, da je

Resitev lahko zapisemo tudi v obliki

a:b:c:2:5:870alia:b:c:14:35:801td.

3. Proizvodnja lesenih izdelkov izdela enaki narocili Sestih kupcev v 24
dneh. Koliko dni potrebuje proizvodnja, da izpolni narocila dvanajstih
kupcev?

Resitev. Vidimo, da v primeru nastopata dve spremenljivki, kupci in
dnevi. Spremenljivki sta premo sorazmerni. Namrec¢, ve¢ narocil ima
proizvodnja, ve¢ casa potrebuje za izdelavo. Naj bo x stevilo dnevov, ki
jih potrebuje proizvodnja, da izpolni enaka narocila petih kupcev. Torej
je

6 kupci ... 24 dni
12 kupcev ... z dni
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Iz tega sledi, da je 6x = 24 - 12 in zato

92412
_ s,
. 6

Proizvodnja potrebuje za dvanajst enakih narocil 48 dni.

. Za 35 kosov blaga placamo 700 denarnih enot. Koliko placamo za 45
kosov istega blaga?

Resitev. Vidimo, da v nalogi nastopata dve spremenljivki, blago in
cena. Spremenljivki sta premo sorazmerni. Namre¢, ve¢ blaga kupimo,
vec placamo. Oznac¢imo z x iskano koli¢ino. Potem je

35 kosov blaga ... 700 denarnih enot

45 kosov blaga ... x denarnih enot

Iz tega sledi, da je 35z = 700 - 45 in zato

Za 45 kosov istega blaga moramo placati 900 denarnih enot.

. Sedem zajcev pospravi travo v devetih dneh. V koliksnem casu bi trije
zajci pospravili travo?

Resitev. V zastavljeni nalogi nastopata dve spremenljivki: stevilo zaj-
cev in dnevi. Vec zajcev je na travniku, manj ¢asa lahko uzivajo. Vidimo,
da sta spremenljivki v obratne sorazmerju. Naj bo z iskana spremen-
ljiivka, stevilo dnevov. Potem je

7 zajcev ... 9dni
3zajci ... z dni.
Iz tega sledi, da je
79
r=— =21
3

Torej bi trije zajci na travniku uzivali 21 dni.
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6. Tri tovorna vozila izpraznijo skladisce v dvanajstih urah. V kolikem c¢asu
bi isto skladisce izpraznilo Sest tovornih vozil?

Resitev. V nalogi nastopata dve spremenljivki: tovorno vozilo in cas
(ure). Vec tovornih vozil potrebuje manj ¢asa za izpraznitev skladisca.
Torej sta spremenljivki v obratnem sorazmerju. Naj bo x iskana koli¢ina
(ure). Torej je

3 tovorna vozila ... 12 ur
6 tovornih vozil ... xz ur
Iz tega sledi, da je
3-12 6
rT = — =
6

Sest tovornih vozil izprazni isto skladisce v Sestih urah.

7. (a) Koliko je 71% od 307
(b) 43 je 62% katerega Stevila?
(c) 50 je koliko procentov stevila 157

Resitev.
(a) Ker poznamo procent in celoto, lahko poisc¢emo del:
0,71-30 =21, 3.

(b) Naj bo x iskano stevilo (celota). Potem je 0,62 -z = 43. Torej je
z = 69,35,

(¢) Oznacimo z z iskani procent. Potem je x-15 = 50. Torej je odgovor
priblizno 3, 33%.

8. Na izpitu je Andrej odgovoril na 75% vprasanj pravilno. Ce je odgovoril
na 90 vprasanj pravilno, koliko vprasanj je bilo na testu?

Resitev. Oznacimo z x Stevilo vprasanj na testu. Potem je 75%-z = 90.
Sledi, da je x = 120.
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9.

10.

11.

12.

V seriji 7500 izdelkov je 420 izdelkov z napako. Koliko procentov je to?

Resitev. Oznacimo s p procentno mero, ki jo iS¢emo. Potem je
p% - 7500 = 420.

Iz tega sledi, da je 5,6% izdelkov z napako.

Cena blaga je 130 denarnih enot. Ob ponedeljkih je cena znizana za
25%. Koliksna je cena blaga ob ponedeljkih?

Resitev. Najprej izracunajmo, koliko je 130% od 25. Vidimo, da je
0,25 - 130 = 32,5, kar pomeni, da se cena zniza za 32,5 denarnih enot.
Torej je ob ponedeljkih cena blaga 97,5 denarnih enot.

V podjetju se je prodaja v letu 2009 povecala za 25% glede na leto 2008.
Koliksno je to povecanje, ¢e so v podjetju prodali leta 2008 za 20500
denarnih enot blaga?

Resitev. Vidimo, da je

25
20500 + 25% 20500 = 20500 + ;- - 20500
— 1,25-20500
= 25625.

V podjetju so leta 2009 prodali za 25625 denarnih enot blaga.

To leto je cena doloc¢enega blaga 90 denarnih enot, kar je 15% ve¢ kot
lani. Kaksna je bila cena blaga lani?

Resitev. Vidimo, da je
115% - stara cena = nova cena.

Torej je lani stalo blago 78,26 denarnih enot.
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13.

14.

15.

V trgovini z oblacili je bil prvi teden popust 10%. Naslednji teden je bil

popust za Se 25%. Za koliko procentov se je znizala prvotna cena?

Resitev. Ozna¢mo konc¢no ceno z R, zac¢etno ceno pa s P. Potem je
R=0,75-(0,9-P)=0,675- P.

To pomeni, da je R 67,5% prvotne cene P. Zapisano drugace, prvotna
cena se je znizala za 32, 5%.

Blago se je v mesecu marcu podrazilo za 15%, v mesecu aprilu pa pocenilo
za 5%. Koliksna je bila zacetna cena blaga, ¢e je cena blaga sedaj 437
denarnih enot?

Resitev. Naj bo C' zacetna cena blaga. Blago je v mesecu marcu stalo
C+0,15-C=1,15-C.
V mesecu aprilu se je ta cena znizala za 5%, kar pomeni, da je
1,15-C'—0,05-1,15-C =0,95-1,15- C'=1,0925 - C.

Iz tega sledi, da je
1,0925 - C' = 437.

Zacetna cena blaga C' je znasala 400 denarnih enot.

Cena blaga se je povecala za 15%. Za koliko procentov se mora znizati
nova cena, da bo enaka prvotni?

Resitev. Oznacimo s C prvotno ceno, s Cy pa novo ceno. Potem velja
Cy=1,15-C4.
Novo ceno moramo znizati za p%, da dobimo prvotno ceno. Torej je
Cy(1 — p%) = Cy.
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16.

17.

Upostevajmo, da je Cy = 1,15 - (., iz Cesar sledi
1,15 C(1 — p%) = C4.
Iz te enakosti dobimo 1,15 - (1 — p%) = 1 in zato
p = 13%.
Novo ceno moramo znizati za 13%.

V letih od 1990 do 2000 se je stevilo prebivalcev dolo¢enega mesta zmanj-
salo iz 73824 na 64596. Za koliko procentov se je sStevilo prebivalcev
zmanjsalo?

Resitev. Ker je 73824 — 64596 = 9228, je

9228
—— 100 = 12,5%.
73824 5%

Zmesati zelimo dve vrsti kave. Cena kave, ki je prve kvalitete, je 1,5
denarnih enot, cena kave druge kvalitete pa je 0,9 denarnih enot. V
kaksnem razmerju moramo zmesati obe vrsti kave, da bo cena mesanice
1 denarna enota?

Resitev. Naj bo z koli¢ina kave prve kvalitete kave in y koli¢ina druge
kvalitete kave pred mesanjem. Vrednost prve kave pred meSanjem je
x-1,5, vrednost druge kave pred mesanjem pa y-0,9. Vrednost mesanice
je (x +y) - 2. Torej je

r-1,54+y-0,9=(r+y)- 1
Iz tega sledi, da je
(1,b—1)-z2=(1-0,9) -y

oziroma

Iskano razmerje je
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18.

19.

Koliko procentov alkohola dobimo, ¢e zmesamo 5 litrov 4% alkohola, 7
litrov 5% alkohola in 10 litrov 7% alkohola?

Resitev. Zanima nas, koliko alkohola je v 22 litrih mesanice. Vemo, da
je v prvi meSanici 4% -5 = 0,2 litrov alkohola, v drugi 5% -7 = 0,35
litrov alkohola in v tretji meSanici 7% - 10 = 0, 7 litrov alkohola. Torej je
v 22 litrih mesanice 1, 25 litrov alkohola. Ker je

1,25
22

- 100 = 5, 68%,

je v 22 litrih meSanice 5,68% alkohola.

Pri kuhanju Zganja imamo na razpolago 6 litrov 60% Zganja, 7 litrov
50% zganja in 11 litrov 40% Zganja? Kako moc¢no mesanico dobimo, ¢e
zmesamo vso zganje?

Resitev. Zanima nas, koliko zganja je v 24 litrih mesanice. Vemo, da
je v prvi mesanici 3, 6 litrov zganja, v drugi 3, 5 litrov zganja in v tretji
mesanici 4, 4 litre zganja. Torej je v 24 litrih meSanice 11,5 litrov zganja.

Ker je
11,5

24
je v 24 litrih mesanice 48% Zganja.

-100 = 48%),
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Poglavje 2
Matrike

2.1 Racunanje z matrikami

1. Podana je matrika

[zracunajte

1
g(AJFAT).

Resitev. Najprej zapisimo matriko A. Torej

Ker je A = AT je

Iz tega sledi, da je

2. Podani sta matriki

2 =2
St
A+ AT = A+ A=2A

!

2
A+ A" =ZA
sATA) =5



Izracunajte produkt AB in BA. Ali matriki komutirata?

Resitev. Produkt matrik je:

3 -7 : |1 =9
AB—[6 _2] in BA—l4 0].

Matriki ne komutirata, saj je AB # BA.

. Podani sta matriki

-1 -2 4 3 -1 5
A=1] 2 1 1 in B=|0 2 -1
-3 0 2 2 0 -2
Izra¢unajte produkt ABT.
Resitev. Ker je
3 0 2
Bf=| -1 2 0 |,
5 -1 =2
je produkt
19 -8 —10
AB"=110 1 2
1 -2 —-10
. Podani sta matriki
-1 0 —4 1 -1 0
A= 3 1 -1 in B=|0 2 -1
-2 5 2 2 0 2
Izracunajte (34 — BT)2.
Resitev. Ker je
1 0 2
Bf=|-1 2 0],
0 -1 2



je

—4 0 —14
3A-BT=1]10 1 -3
—6 16 4
Iz tega sledi, da je
100 —224 0
(3A—BT)Y? = | —12 —47 —155

160 80 52

. Naj bosta A in B matriki velikosti 2 x 2. PokaZite, da je (A + B)T =
AT + BT,

Resitev. Ker sta

A_[(ln CL12] in B_[bn b121’

a21 A2 ba1 Do

je
A+ B)T
( ) ag1 + b1 age + bao

_ | e +bu axn + by
a12 +bia  ag + by

T
_ [@11+bl1 a12+b12]

in
AT £ BT — a1 an + bir bxn
| @12 a22 biz a2

_ [ an+ b arp+ by
| a2+ ba1 az + by

_ [anton an + by
| a2+ ag+ by |

Iz tega sledi, da je (A + B)T = AT + BT,
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6. Naj bosta A in B matriki velikosti 2 x 2. PokaZite, da je (AB)T = BT AT.

Resitev. Ker sta
A — 11 Qa12 in B— b1 bio 7
Q21 A22 ba1 Do
je
- T
(AB)T a11b11 + a12b21  ar1biz + aiaba
| a21b11 + aba  azbia + agebar

- a11b11 + a12b21  ag1b11 + agbar
| anbiz + aigba  abia + agebar

in
BT AT — [ b1 by ann Az
L bz bao a1z a22

o a11b11 + a12b21  ag1bi1 4 ageby
| a11bi2 + a12bas  a21b12 + agzbas

Iz tega sledi, da je (AB)T = BT AT,

7. Naj bo A kvadratna matrika. Pokazite, da lahko matriko A zapiSemo
kot vsoto simetri¢cne matrike in posevno simetricne matrike.

Resitev. Vidimo, da je

A:;m+Aﬁ+;m—Aﬁ.
Preverimo, da je $(A 4+ A") simetri¢na matrika:
(GUA+ AT = S(A+ATYT = J(AT 4 (AT))
_ ;Aﬂh@:;m+Aﬁ.
Ker je (5(A+ A"))T = (A + A"), smo pokazali Zeleno. Preverimo Se,

da je $(A — AT) poSevno simetri¢na matrika:

(A= AT = L(A— ATY = (AT — (AT))
1 T _ 1 T
— (AT -A) =3 (A-AT),
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Pokazali smo, da je (3(A4 — AT))" = —1(A — AT), kar pomeni, da je
$(A — A”T) poSevno simetri¢na matrika.

. Naj bo dana matrika

2 -1 4
A=10 7 =2
5 —1 =3

Zapisite matriko A kot vsoto simetri¢ne in poSevno simetri¢ne matrike.

Resitev. Pokazali smo, da lahko kvadratno matriko A zapisemo kot

1

A==
2

1
(A+A") + (A= AT,
kjer je $(A+ AT) simetri¢na matrika, (A — A”) pa poSevno simetri¢na
matrika. Torej moramo zapisati matriki (A + A”) in (A — A”). Ker
je

2 0 5
AT = -1 7 -1,
4 -2 -3
je simetri¢na matrika
1 1 4 -1 9
5(A+AT)=5 -1 14 -3
9 -3 —6
in posevno simetri¢na matrika
0 -1 -1
1 1
1 1 0
. Naj bo dana matrika
1 -7
A= [6 _2].

Izracunajte determinanto matrike A2
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10.

Resitev. Ker je

, [ 41 7
A _[—12 —38]’

je determinanta matrike A2

det A% = (—41) - (—38) — (—12) - 7 = 1642.

Naj bosta A in B kvadratni matriki velikosti 2 x 2. Pokazite, da je
det(AB) = (det A)(det B).

Resitev. Ker sta

A:[au (112] in B:lbu bw],

Q21 A22 ba1 Do

je

Q21 A2 ba1 by

a11bi1 + a12bar  @11012 + a12b22
a21011 4 a22ba1  az1b12 + agbas

= (a11b11 + a12ba1)(az1b12 + asnbas)
—(@ag1b11 + abay)(a11b12 + a12b22)

= 11022011020 — a11a92021b19 — a21a12011b22 + a21a12b21012

det(AB) = det([a” “12] [bn bm])

n

a11 a2 b1 bio
21 A22 bar by
(a11a22 - 6121@12)(511522 - 521512)

= 11022011022 — a11G92b21b15 — a21a12011b22 + a21a12091b12.

(det A)(det B) =

Iz tega sledi, da je det(AB) = (det A)(det B).
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11.

12.

13.

Naj bo A kvadratna matrika velikosti 3 x 3. Pokazite, da je det A =
det AT,

Resitev. Ker je

11 a2 Q13 11 Aa21 a3
. T
A= | an an ax in A" =| a2 axn asxn |,
31 a3z (33 @13 dg23 (33

ni tezko preveriti, da je

det A = a11(a22a33 - a23a32) - Cl12(61216133 - CL23CL31) + a13(a21a32 - a22a31)
in

det A" = a1 (a22a33 - a23a32) - G12(a21a33 - a23a31) + Cl13(6l216l32 - CL22CL31)-

S tem smo pokazali Zeleno.

Podani sta matriki

2 0 5 1 2 0
A= -1 7 -1 in B=| -1 3 -1
4 7 =3 -4 8 1

[zracunajte determinanto matrike BA.

Resitev. Najprej izracunamo

0 14 3
BA=| -9 14 -5
—12 63 -—31

Determinanta matrike BA je —4263.

Podana je matrika

Izracunajte A~1.
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Resitev. Izracunamo, da je determinanta matrike A enaka 4 in

r | 3 -1
w53

Iz tega sledi, da je obratna matrika matrike A

172 2
,1_7
A _4[1 31'

Ni tezko preveriti, da je A7'A =1 in AA~' =1,

14. Podana je matrika

-1 4 5
A= 1 7 2
-4 9 0

Izracunajte A=t

Resitev. Obratna matrika matrike A je

2 5 _3
19 1 19

e ¥oo8
31771 1 % 17111
T Tm i

15. Dani sta matriki

2 0 . 1 2
A_[—l 7] in B—l_l 3].

Resite matri¢no enacbo AX = B.

Resitev. Matricno enacbo AX = B mnozimo z leve strani z matriko
A=Y Torej je:

ATTAX = A'B
IX = A'B
X = A'B.
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Pri tem je I identicna matrika.

Ker je X = A~'B, moramo najprej poiskati matriko A~!:

_ 190
14 7

Torej je
1
X:AlB:l 3, ]
147
. Podani sta matriki
1 -5 2 0 2 0
A=1] -1 3 0 in B=| -1 -3 -1
2 -1 -1 -2 7 1

Resite matricno enacbno XA = B.

Resitev. Matricno enacbo X A = B pomnozimo z desne strani z matriko
AL Torej je X = BA™!. Ker je

1 3 7 6
A*1:§ 15 2],
5 9 2
je
1 5 1
oo %
X=|-% =% 1
3 15 1
2 4 2
. Podani sta matriki
1 4 0 1 2 0
A= -1 0 -2 in B=|] -1 3 -1
2 3 -3 —4 8 1

Resite matri¢no enacbo XA +2X = B.
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18.

Resitev. Najprej bomo matricno enacbo X A4+2X = B zapisali drugace:
X(A+2I)=B.

Sedaj bomo mnozli pravkar zapisano matricno enacbo z desne strani z
matriko (A + 2I)~!. Torej je:
X(A+2D)(A+20)' = B(A+2)™!
XI = B(A+20)!
X = BA+2)™

Vidimo, da moramo najprej zapisati matriko A + 21:

1 4 0 200 3 4 0
A+2[=| -1 0 =2 |4+|0 2 0|=|-1 2 =2
2 3 -3 0 0 2 2 3 —1

Naslednji korak je zapisati matriko (A + 27)~':

1 1 _1
6 6 3
(A+2)'=| § -+ 3
oo 1
24 24 12
Sedaj lahko zapisemo iskano matriko X:
5 _1 1
12 12§
X=BA+2)'=| L L 2
§ % B
8 8 4
Podani sta matriki
3 5 1 —6 2 0
A= 9 0 =2 in B=| 1 3 3
-5 4 7 —4 5 9

Regite matri¢no enacbo 2AX = 3BT + 5X.

Resitev. Najprej bomo matriéno enacbo 2AX = 3BT 4 5X zapisali
drugace:
(2A —51)X = 3BT

Pomnozimo pravkar zapisano matricno enacbo z leve strani z matriko
(2A +5I)~1. Torej je:

X = (2A +51)7'3B".
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Ker je

13 74 6
. 1045 1043 209
(2A+51)" = 1045 1045 209 |°
! 108 37
1045 1045 209
je rezultat
18 19 1764
15 209 1045
X = | I8 51 3297
- 5 209 1045
_a6 4 i
5 209 1045

2.2 Sistemi linearnih enacb

1. Resite sistem enach

r+y—22z = 2
—2x+2y =
—r—y+3z = 0.

Resitev. Sistem bomo resili s pomoc¢jo Gaussove eliminacije. Najprej
zapisimo razsirjeno matriko sistema

1 1 -2 | 2
—2 2 0 |1
~1 -1 3 |0

Pomnozimo prvo vrstico s Stevilom 2 in jo pristejmo drugi vrstici:

11 -2 | 2
04 -4 |5
00 1 | 2



Resitve sistema dobimo tako, da zaporedoma resujemo enacbe, ki ustre-
zajo vrsticam od spodaj navzgor. Torej, iz tretje vrstice dobimo

z =2
Vrednost spremenljivke y dobimo iz druge vrstice
4y — 4z = 5.

Ce upostevamo vrednost spremenljivke z, sledi y = %. Vrednost spre-
menljivke x pa dobimo iz prve vrstice
r+y—2z=2.

S pomocjo dobljenih rezultatov lahko izracunamo, da je x = %.

. Resite sistem enacb

r+3y—2z =
—2x 4+ 2y + 2z
St —y+z =

w = o

Resitev. Resitev sistema je

. Resite sistem enacb

v —y+2z2 =
—dr+y—22 =
10z — 2y + 42z =

Resitev. Sistem nima reSitve.
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4. Resite sistem enach

dr — 2y + 2 1
—r4+y—2z = 5
—8r +4y —2z = —2.
Resitev. Resitev sistema je
-3 . 11 7 . 21 cR
xr = 22 9 5 Yy = 22 9 ) Z .
5. Resite sistem enacb
r4+y+3z+q = 2
—br+z—2¢ = 1
3y+22—q = 0
—xr+3z = 3.
Resitev. Resitev sistema je
1 —11 13 -7
T = — = — z = — = —,
YT 12 1712
6. Resite sistem enacbh
3r+Ty+z2—2qg = 3
—br—y—4z—2q = 5
3y+92—q = 0
—r+32+5qg = T.
Resitev. Resitev sistema je
17 20 59 14
1= 93 13 Y7 39 39
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7. Resite sistem enacb
r+Ty+z2—-2q =

—br—y—4z—-Tq =
1Mz +3y+ 11z —q =

Resitev. Resitev sistema je

19 67 99 543 183 3381
Q=——=2— ==, T=—"—=——2, Y=_——"2+_—.
125 125 500 500 500 500
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Poglavje 3

Vektoriji

3.1 Osnovne operacije z vektorji

1. V kartezi¢nem koordinatnem sistemu so dane tocke A (2,0, —1), B (1,2,0)
in C'(-2,3,0).

a) Zapisite krajevne vektorje tock A, B in C.

(
(b) Zapisite koordinate vektorjev E, B_1>4 in 1@

)
)
(c) Izracunajte razdaljo med tockama A in B ter dolzino vektorja AB.
(d) Zapisite enotski vektor v smeri vektorja AB.

)

(e) Zapisite vektor dolzine 6 v smeri vektorja 1@ .

Resitev.

(a) Krajevni vektor tocke A (oznaka 74) je vektor z zafetno tocko
0 (0,0,0) in kon¢no tocko A. Njegove koordinate so enake koor-
dinatam tocke A:

4 =(2,0,—1)
5= (1,2,0)
7o = (-2,3,0)



(b) Koordinate vektorja AB so razlike koordinat totke B (kon¢na tocka)
in tocke A (zacetna tocka):

AB=(1-22-0,0—(-1) = (~1,2,1).

—
Vektor BA kaze v nasprotno smer kot vektor 1@ . Njegove koordi-
nate so nasprotne koordinatam vektorja AB:

BA=(1,-2,-1)

AC = (—4,3,1).

(¢) Razdalja med tockama A in B je enaka dolzini daljice med tockama
Ain B (oznaka |AB]|, izracunamo jo po Pitagorovem izreku), ta pa

je enaka dolzini vektorja AB (oznaka |AB|):

IAB| = /(-1)* + 22 + 12 = V6.

(d) Enotski vektor v smeri vektorja AB (oznaka e7) dobimo, Ce vektor
1@ delimo z njegovo dolzino:

1 2
_1727 1) = (_7a =

1
e = 75 VL

Sl

(e) Iskani vektor 7 dobimo, ¢e enotski vektor v smeri vektorja B

mnozimo s 6:
1 2 1 6 12 6
T ey —6(-L 2 L)_ (.6 12 6)
“AB 6 V6 V6 6 V6 V6



_>
2. Dani so vektorji @ = (1,0,2), b = (;2, 3,1)in @ = (0,2,—1).
Izracunajte dolzino vektorja 2@ —3b + ¢ .

Resitev.

Najprej izracunamo koordinate zapisanega vektorja, nato pa izracunamo
se njegovo dolzino.

e Vektorje sestevamo (odstevamo) in mnozimo s stevilom po koordi-
natah: _
24 —3b + @ =2(1,0,2) —3(=2,3,1) + (0,2, —1) = (8,—7,0).

e Dolzina vektorja (po Pitagorovem izreku):
%
2@ — 3 + 7| = /(8) + (-7)* + 02 = VII3.

3. Na osi y poiscite tocko, ki je enako oddaljena od toc¢k A(2,1,0) in
B(-1,3,2).

Resitev.

Koordinate neznane tocke dobimo na slede¢i nacin.

e Iskano tocko ozna¢imo z Y, njene koordinate so Y (0,y,0)

(ker lezi na osi y).
e Neznano prvo koordinato y dobimo iz pogoja |AY| = |BY.

e Vstavimo

[AY] = /(0—2)2 + (y — 1)* + (0 — 0)?
IBY| = /(0+1)*+ (y—3)* + (0 — 2)°

in dobimo (po kvadriranju)
A4+ (y—1)° =5+ (y — 3)° 7z reditvijo y = 5.
e Iskana tocka ima koordinate Y (O 2 )
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4. Dani sta tocki A(2,1,0) in B(—1,3,2). Dolocite tocko C tako, da bo
tocka B na razpolovisc¢u daljice AC.

Slika 3.1: Naloga 4

Resitev.
)

Koordinate tocke A (B) so hkrati koordinate krajevnega vektorja i (i) -

7 = 7+ 2(AB) = (2,1,0) +2(-3,2,2) = (~4,5,4).

5. IzraCunajte obseg trikotnika z oglisci A (2,1, —1), B(—1,2,0)in C (2,

Resitev.

Obseg je vsota dolzin stranic |[AB| + |AC| + |BC]|.

e Dolzine stranic so:

AB| = [AB| = Vi1
AC| = [AC| = V&
BC| = |BC| = VIL.

e Obseg trikotnika je enak: v/11 4+ /8 + V/11.

a8

3,1).



6. Dane so tocke A (2,1,—1), B(—1,2,0) in C'(2,3,1).

(a) Dolocite koordinate tocke D tako, da bo ABCD paralelogram.
(b) Izracunajte obseg paralelograma.

(c) Izrac¢unajte dolzini diagonal tega paralelograma.

o

Slika 3.2: Naloga 6

Resitev.

(a) Oglis¢a paralelograma oznac¢imo (ponavadi) po vrsti v pozitivni
smeri (smeri nasprotni urinemu kazalcu) z A,B,C' in D. Vidimo,

da sta vektorja 1@ in w enaka (ista dolzina, ista smer). Iz tega
pogoja dobimo enacbe za neznane koordinate tocke D (z,y, z).

e Enaka vektorja f@ =(-3,1,1) in ﬁ =02-2,3—y,1—2)
imata enake koordinate: —3=2—2, 1=3—y, 1=1-—=z.
r=5, y=2, z=0,

DC = (5,2,0).

(b) Paralelogram ima paroma vzporedne in enako dolge stranice.
e Obseg je torej: 2|AB|+2|BC| = 2‘1@‘ + 2 ‘@‘ = 2y/11 +
2v11 = 4/11.

Paralelogram je romb.
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(¢) Izra¢unajmo sedaj Se dolzini diagonal.

Opomba: Tako kot trikotnik lahko tudi paralelogram dolo¢imo z
dvema nevzporednima vektorjema, ki lezita na nevzporednih stra-
nicah paralelograma.

_>
e Oznacimo vektor E 7z @, vektor B? paz b.

—AB = (=3,1,1), b = BC = (0,2,2).

e Vektor Ja na diagonalah paralelograma sta a+ b (0,2,2) in
@ — b =(—6,0,0).

e Njuni dolzini sta ‘7 + ?‘ =48 in ‘7 — ?’ = /36.

3.2 Skalarni, vektorski in mesani produkt vek-
torjev

%
1. Izracunajte skalarni produkt vektorjev @ = (1,2,0) in b = (=2,3,1).
Resitev.

Skalarni produkt vektorjev je vsota produktov njunih istoleznih koordi-
nat:

%
@b =1-(-2)+2-3+0-1=4.

_>
2. Dana sta vektorja @ = (2,2,—3) in b = (2,0,4).
Pri kateri vrednosti stevila z sta vektorja pravokotna?
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Resitev.

Vektorja sta pravokotna, kadar je njun skalarni produkt enak 0.

%
e Izratunamo skalarni produkt: @- b = 2-z+z-04(—3)-4 = 20 —12.

e Zaradi pravokotnosti mora biti skalarni produkt enak 0, torej

ﬁ
Db =0, 20—12=0

xr = 6.

_>
3. Izradunajte kot med vektorjema @ = (2,—1,3) in b = (6,—2,1).

Resitev.

Za izracun kota med vektorjema uporabimo enac¢ho -
kjer je ¢ iskani kot.

M _ @% 17 _ _ AE°
e [zraCunamo cosp = Gk _m_o,z od tod ¢ =45 .

%
4. Podana sta vektorja @ = (2,0,1)in b = (a, —1,1).

Dolocite parameter o tako, da bosta vektorja oklepala kot 60°.

Resitev.

Do iskanega parametra « pridemo na sledeci nacin:

. . — —
e Uporabimo enaébo @ - b = |d| ‘ b ‘cosgp .

v o
e [zracunamo cos¢ = cos60 = %

—
e Od tod velja: % = ‘j’ﬁ

— —
e Izratunamo sedaj @ - b = 2a + 1 ter || ‘ b ’ = V5-Va2+2 =
V5a? + 10.



e Dobljeno enacbo resimo:

1 20+1
2 Vha?+10
\/ha? + 10 = 4o + 2

—16 + /520
061’2 - T

e Resitvi sta a3 = 0,31 in ap = —1, 76.

5. Podan je trikotnik z oglisci A (3,2,—1), B(0,1,2) in C'(1,2,3).

(a) Izracunajte dolzino stranice AC.

(b)

(¢) Izracunajte kot LABC.

(d) Dolocite vse notranje kote trikotnika A ABC'.

[zracunajte visino na stranico AB.

Resitev.
(a) AC =g — i = (1,2,3) — (3,2, —1) = (=2,0,4),
4] = v

(b) Pomagajmo si z enacbo

sina =

A

e [zracunajmo sedaj kot a med vektorjema @ in /@

AB =i} -4 = (0,1,2) — (3,2,—1) = (=3, ~1,3)
1@:7%_@: (17273)_<3727_1> :(_2’0’4)

. _AB-AC 18 18
= [AB][aC] VI VE Va0

a=2263".

=0,923
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e Visina je enaka: v = ’@’ ~sina = /20 -sin22,63° =1,71.

(¢) Kot £LABC oznacimo z (3.

BA-BC 1 1

cosﬁz‘ﬂ”@‘:m'ﬁ:mzo,lﬁ

[ =82,33".

%
6. Izracunajte vektorski produkt vektorjev @ = (2,1, —1) in b = (4,3,1).
Resitev.

_>
Vektorski produkt vektorjev din b je enak:

T 7K
Txb =2 {_1:?u—pm—?@—pm+k@_@
4 3 1

= (4,-6,2)

Opomba: Vektorski produkt je vektor. Njegova dolzina je enaka plosc¢ini
paralelograma, dolocenega z vektorjema d in 7; njegova smer je pravo-
kotna na ravnino vektorjev @ in b (smer desnega vijaka). Obe lastnosti
bomo uporabili v naslednjih nalogah.
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Slika 3.3: Naloga 6

7. Poi_é(;jite koordinate vektorja, ki je pravokoten na vektorja q = (2,3,1)
in b =(—1,2,5). Izracunajte tudi njegovo dolzino.

Resitev.

Koordinate iskanega vektorja pois¢emo na sledeci nacin:

%
e Izracunamo vektorski produkt: @ x b = (13, —11,7).

_>
b\: V169 + 121 + 49 = 1/339.

@ x

e Dolzina vektorja je enaka:

8. Izra_é>unajte ploscino paralelograma, ki ga doloc¢ata vektorja q = (2,3,1)
in b =(1,2,3).

Resitev.

Plosc¢ino paralelograma izracunamo s pomocjo vektorskega produkta.

%
e Vektorski produkt je enak: @ x b = (7,—5,1).
%
e [zracunamo njegovo dolzino: ’7 X b ‘ = V49 +25+1=+T75.

e [skana plosc¢ina paralelograma je enaka: p = /75.
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9.

10.

Izracunajte ploscino trikotnika z ogliséi A (2,3,1), B (4,0,—1)in C' (0,2, 1)

ter visino (v.) tega trikotnika.
Resitev.

Ploscina trikotnika je enaka polovici plosc¢ine paralelograma, doloc¢enega
z vektorjema AB in AC.

AB x AC = (—2,4,-8) .

p:;\ﬂ%x,@]: ;\/4+16+64:\/27_4:4,58.

Visino iz oglis¢a C' izracunamo z uporabo formule za izracun plosc¢ine
trikotnika: p = 3 |AB|v,.

. 2p V84 %
“~|AB]  vir V1T
y . . . . - .
Izracunajte mesani produkt vektorjev @ = (2,1,1), b = (—1,2,3) in
7 =(-3,2,1).
Resitev.

Mesani produkt je enak:

2
(@.5.2)=| 1
-3

N DN

1
3/=2(2-6)—1(-14+9) +1(-2+6)=-12
1

Opomba: Mesani produkt treh vektorjev je skalar. Njegova absolutrgm
vrednost je enaka volumnu paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji 7, b

in ¢; predznak predstavlja orientacijo.
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11.

12.

77

Slika 3.4: Naloga 10

Izra¢unajte volumen paralelpipeda z oglisci A (2,3,1), B(3,4,2),
C(5,1,2),D(4,4,3).

Resitev.

Najprej zapisemo koordinate vektorjev, nato pa izracunamo Se mesani

produkt.
AB =3 = (1,1,1)
AC =T =(3,-2,1)
AD =7 = (2,1,2)
. 11 1
(@, 0, @)= 13 =2 1|=1(-4-1)=1(6-2)+1(3+4) = -2
2 1 2

Volumen je enak absolutni vrednosti dobljenega skalarja. V = 2.

Ali so vektorji @ = (3,-3,3), b = (7,—3,2)in @ = (3,~7,8) kopla-

narni?

Resitev.

Ce so trije vektorji koplanarni (to je, lezijo v isti ravnini), dolo¢ajo pa-
ralelepiped volumna 0. Torej je njihov mesani produkt enak vrednosti
0.
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e [zracunamo mesani produkt:

. 3 -3 3
(@, 0, 7)= |7 =3 2| =3(-10) = 3(=50) + 3(—40) = 0.
3 -7 8

e Mesani produkt je enak 0, dani vektorji so koplanarni.

13. Izracunajte volumen tetraedra z ogliséi A (1,3,1), B(0,4,2),
C(2,1,2) in D(4,1,3).

Resitev.
Volumen tetraedra izracunamo s pomocjo volumna paralelpipeda.

e Najprej pois¢emo vektorje na stranicah paralelpipeda, ki izhajajo iz
enega od oglis¢, na primer iz oglisca A:

a T
AC =T =(1,-2,1)
AD =7 = (3,-2,2)
e [zracunamo mesani produkt:
N -1 1 1
(@0, 2)=] 1 -2 1 |=-1(-2)+1(1)+1(4)="7.
3 -2 2
. 9 G
e Volumen paralelepipeda, dolocenega z vektorji @', b, ¢ je enak

(@.7.,2)|=".

e [z geometrije vemo, da je volumen tetraedra je enak Sestini volumna
paralelepipeda, dolocenega z vektorji AB, AC in AD:

| =
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3.3 Linearna kombinacija vektorjev

%
1. Izrazite vektor 7 = (6,8, —4) z vektorji q = (1,0,-2), b =(2,1,3) in
7 =(1,-1,-3)

Resitev.

%
[zraziti 7 z Vektorji_?, b ind pomeni zapisati 7 kot linearno kombi-
nacijo vektorjev d, b in ¢:

d=ad +50 +772.
[s¢emo «, 3, 7.
e Zapisemo to enakost v koordinatah
(6,8,—4) =a(1,0,-2)+ 5 (2,1,3) +v(1,—1,-3).
in dobimo sistem enach
a + 28 + v = 6

g -7 = 8
—2a + 38 — 3y =4

z resitvijo a =14, =0, v= -8.

_>
e Vektor 7 zapisan z vektorji 7, b in C: j =147 —87.

7:

2. Ali so vektorji @ = (0,1,3) (2,0,1) in @ = (1,1,0) linearno neod-

visni?
Resitev.

Preverimo, ¢e so vektorji linearni odvisni. Ali lahko kakega izmed njih
izrazimo, kot linerno kombinacijo ostalih dveh vektorjev?
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dz vektorjema 7 in ¢:
_>
d=pBb +~7C
(0,1,3) =(2,0,1) +~(1,1,0).

e Dobimo sistem enach:

e Poskusimo izrazit vektor

26+ v = 0
v = 1
g = 3
ki nima resitve, saj prva enacba glede na drugi dve ne drzi.

e To pomeni, da vektorji @, b in @ niso linearno odvisni, torej so

linearno neodvisni.

%
3. Podani so vektorji @ = (1,0,2), b =(2,1,1) in 7 = (1,4,0). Dolocite
parameter ¢ tako, da bodo vektorji linearno odvisni.

Resitev.

Vektorji so linearno odvisni takrat, ko lahko enega izmed njih izrazimo
kot linearno kombinacijo ostalih dveh vektorjev.

e Poskusimo izrazit vektor ¢ z vektorjema @ in b :

7:a7+ﬁ7
(Lp,0) =a(1,0,2) + 5(2,1,1).

e Dobimo sistem enach:

) Q
o)

= +
_|_

)

o I

s

o —

NI o 1 _ 2 _ 2
z resitvijo: a=—3, =3, ©=3.

e Vektor ima koordinate: @ = (1,%, 0).
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3.4 Premica in ravnina v prostoru

1. Zapisite vse tri oblike premice skozi tocki A (1,—-2,0) in B(2,3,1).

Resitew.

(a) Enac¢bo zapisimo najprej v vektorski obliki.

P

O

Slika 3.5: Naloga 1

e Izberemo krajevni vektor neke znane tocke na premici (na pri-
mer tocke A): 74 = (1,-2,0).

e Smerni vektor premice K je enak vektorju @ , ki lezi na pre-
mici:

§ =AB=(1,51).

e Krajevni vektor poljubne tocke na premici 7 ustreza enachi -
vektorski obliki enacbe premice:

T =TA4+t9 =(1,-2,0)+t(1,5,1), teR.
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(b) Zapis po koordinatah (Ce so z,y,z koordinate vektorja 7) da para-
metri¢no obliko enacbe premice:

r=1+4+1
y=—2+5t
z=t,

(c¢) Eliminacija parametra ¢ da kanonsko obliko enac¢be premice:

e [z prve enache: t =x — 1.

_ ut2
2,

e [z tretje enache: t = z.

e [z druge enacbe: ¢

2
x—lzizz.

5

2. Zapisite enacbo premice, ki vsebuje tocko 7'(2,1,—1) in je vzporedna
vektorju U = (1,3, —2).

Resitev.

Smerni vektor iskane premice je enak danemu vektorju: v =".
Kot v prejsnji nalogi, dobimo:

e Vektorsko obliko:

T =Ti4+1t% =(2,1,-1)+1(1,3,-2), teR.

e Parametri¢no obliko:

r=2+1
y=1+3t
z=—1—-2t.
e Kanonsko obliko: z — 2 = yT_l = =L
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3. Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko T'(2,—1,3) in je pravokotna
na vektor 7 = (2,3,4). Slika(3.6).

Slika 3.6: Naloga 3

Resitev.

Uporabimo enacbo (7 — T%) -7 =0, ¢ je 7 krajevni vektor poljubne
tocke na ravnini, T krajevni vektor dane tocke na ravnini in 7 nor-
malni vektor na ravnino:

(r—2,y+1,2-3)-(2,3,4) =0

in po izracunu

22 + 3y + 42 — 13 = 0.
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4. Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko B (1,—2,4) in je vzporedna
ravnini z enac¢bo 3x +y — 6z = 5.

Resitev.

Najprej iz dane enacbe ravnine razberemo koordinate vektorja normale.

e Ker sta ravnini vzporedni, je normala dane ravnine enaka normali
iskane ravnine. 7 = (3,1, —6).

e Sedaj zapiSemo enacho iskane ravnine.

(7 —75) -7 = ((x,y,2) — (1,—-2,4)) - (3,1, —6)
—(r—1,y+2,2—4) (3,1,-6) = 0.

Po izrac¢unu dobimo:

3x+y—6z2+4+23=0.

5. ZapiSite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko C' (1,4, —3) in je pravokotna
=3 _ y=4 _ z=2

na premico z enacbo 5= = = 1

Resitev.

Enacbo zapisane premice preoblikujemo in razberemo smerni vektor.

e Ker je premica pravokotna na ravnino, kot tudi normala, je vektor
normale enaka smernemu vektorju dane premice.

W=7 =(2-31).

e Enacba iskane ravnine: 2z — 3y + 2z + 13 = 0.
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6. Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje tocke A (1,2,—1), B(3,2,—1) in
C(0,3,2).

Resitew.

Ravnino lahko opisemo s pomocjo dveh nekolinearnih vektorjev.

e Najprej zapisemo koordinate vektorjev ﬁ in 1@ :

e Potrebujemo se normalo iskane ravnine - to je vektor, pravokoten
na vektorja ﬁ in AC, ki lezita v ravnini. Vektor, pravokoten na
dva dana vektorja racunamo z vektorskim produktom (glejte nalogo

12):
T = AB x AC = (0,—6,2).

e Enacba ravnine: —6y + 2z + 14 = 0.

()
S
+
@
I3
|
-

r—

7. Dolocite koordinate presecis¢a premice *7= = L= = in ravnine
v —y+2z=12.

Resitev.

Koordinate presecis¢a dobimo na sledec¢i nacin:

e Enacbo premice zapiSemo v parametri¢ni obliki ter zapisemo koor-

dinate:
x=3t+2
y=—2t—3
z=2t+ 1.

e Koordinate nato vstavimo v enacbo ravnine (koordinate presecisca
morajo ustrezati obema - enacbi premice in enacbi ravnine):

3(3t+2)— (=2t —3)+2(2t+1)=12.
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e [z gornje enacbe izracunamo vrednost parametra t: t = 1—15

e Izracunano vrednost parametra ¢t vstavimo v (parametri¢no) enacho
premice in dobimo koordinate presecisca - tocke P:

x:3115+2:?§

y:—2115—3:—I§

222115+ :leg
(18, 70 40
157 15715/

75
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Poglavje 4

Zaporedja in vrste

4.1 Zaporedja

1. Dano je aritmeti¢no zaporedje : 3, 5, 7, 9,...

(a) Zapisite prvi ¢len zaporedja, diferenco ter izracunajte 15. in 35.
¢len zaporedja.

(b) Kateri ¢len danega zaporedja je enak 877
[zracunajte vsoto vseh clenov, ki so manjsi od njega.

(c) Iz danega zaporedja izlo¢imo vsak drugi ¢len (5, 9, 13, ..).
Izracunajte 100. ¢len nastalega zaporedja.

Resitev.

(a) Prvi ¢len zaporedja razberemo iz samega zaporedja.
a1 = 3.

Po definiciji velja, da je razlika sosednjih Clenov aritmeticnega za-
poredja konstantna.

Diferenca zaporedja je enaka:
Ap1 — Qp = d.
b—3=2
d=2.
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15. in 35. ¢len zaporedja poiscemo s pomocjo formule za izracun
splosnega Clena zaporedja.

a,=a;+(n—1)d
a15:3—|—(15—1)2

a1 = 31.
CL35:3+(35—1)2
Qs = 71.

(b) Clen zaporedja, kateri ima vrednost 87, bomo poiskali s pomoéjo
formule za izracun splosnega clena zaporedja.

Vrednost ¢lena poznamo, zanima nas vrednost neznanke n.
87T=3+(n—-1)2

n = 43.

43. clen zaporedja ima vrednost 87.

Za izracun vsote prvih 42. clenov aritmeti¢nega zaporedja upora-
bimo naslednjo formulo:

aj + an,
2

Sy =

Vsota prvih 42. ¢lenov je enaka:

3+ 85
Siz = +2 42
Siz = 1848.

(¢) Za izrac¢un 100. clena novega zaporedja potrebujemo prvi Clen za-
poredja ter diferenco.

Prvi ¢len zaporedja je a; = 3.

Diferenca je enaka: 7—3 =d = 4.
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Splosni ¢len zaporedja je enak:

a100 — 3+ (100 — 1) 4
a100 = 399.

2. Za kateri x je zaporedje s ¢leni x + 5,25 — x, 30 4+ 2z aritmeti¢no?

Resitev.

Po definiciji velja, da je razlika sosednjih ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja
konstantna.

Najprej pois¢emo diferenco zaporedja.

Qpy1 — Gp = d.

Zapisemo enacbi:

(25—2z)—(x+5)=d=>20—-2x=d
(30+2z)— (25 —x)=d=>5+3x=d.

Diferenci zaporedja enac¢imo in izracunamo resitev.

20 -2z =5+ 3z
15 =5z
3 =ux.
v . .y s e 17 . Y 7
3. Sedmi clen aritmeticnega zaporedja je %, trinajsti clen pa 3.

[zracunajte prvi ¢len in diferenco. Dolocite Se deseti ¢len zaporedja.

Resitev.

Prvi ¢len zaporedja poiscemo s pomocjo formule za izracun splosnega
clena zaporedja.
ap,=a;+(n—1)d
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Sedmi in trinajsti ¢len zapisemo:

17
2

CL]_
s =d

a7:a1—|—(7—1)d:> a7:a1+6d:>

7

az=ar+ (13 —1)d => a3 = a; + 12d => 2+ = d.

Diferenci enacimo, ter izracunamo prvi ¢len zaporedja.

6 12
27 5
7 ay, - —=d
2 6

Zapisimo sedaj Se deseti ¢len zaporedja.

ap=a;+(n—1)d

27 5
— 2 0= (=2
o = 5 + (10 )( 6)

a0 = 6.

. 5. ¢len aritmeti¢nega zaporedja z diferenco d = —2 je polovica prvega
¢lena. Izracunajte 10. ¢len zaporedja.

Resitev.
5. ¢len zaporedja zapisemo s splosno formulo:

as = a; + (5 - 1) (—2)
as = a1 — 8.
Odnos med prvim in petim ¢lenom pa:

aj
as = —.
2
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Enacbi zdruzimo in razberemo vrednost prvega clena zaporedja:

(43]
=0 -8 = 16.
2 ay ) ai

10. ¢len zaporedja je:

ajp = —2.

. V aritmeticnem zaporedju 2, 6, 10, 14,...smo sesteli zacetne ¢lene in
dobili vsoto 800. Koliko ¢lenov smo sesteli?

Resitev.

Za izracun vsote prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja uporabimo for-
mulo:

a1 + ap
S, = .
5 n
IS¢emo vrednost n.
2+a,
800 = .
5 n

Splosni ¢len zaporedja zapiSemo:
a,=2+(n—-1)4
a, = —2 + 4n.

Enacbi zdruzimo in izracunamo vrednost n.

2+ (—2+4
800 = 21 2+ ")

+v400 = n, 20 = n, n € N.

Sesteli smo prvih dvajset ¢lenov zaporedja.
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6. Izracunajte vrednost x iz enacbe: 5+ 12+ 194 --- 4+ 138 = .
Resitev.

[zracunati moramo vsoto prvih nekaj clenov aritmeti¢nega zaporedja.

Pois¢imo najprej, kateri ¢len zaporedja ima vrednost 138.

138=5+4 (n—1)7

n = 20, agp = 138.

Izracunajmo sedaj vsoto prvih 20 ¢lenov aritmeticnega zaporedja.

5+ 138
Sao = i - 20
2
Syg = 1430.
Vrednost x je enaka 1430.
7. V geometrijskem zaporedju % , % , % , ... izracunajte kolicnik in deseti

¢len zaporedja.

Resitev.

Po definiciji geometrijskega zaporedja je kvocient sosednjih ¢lenov kon-
stanten.

Velja:
(]

Koli¢nik je enak:

SSIINY N
I
)
I
\

Deseti clen geometrijskega zaporedja izracunamo s pomocjo formule za
izracun splosnega clena.



Deseti ¢len je enak:

. Za kateri z je dano zaporedje z,x + 1,z — 3 geometrijsko?

Resitev.

Po definiciji geometrijskega zaporedja je kvocient sosednjih ¢lenov kon-
stanten.

Velja:

x+1 . r—3
= mn =q.
T 9 z+1 1

Koli¢nika enac¢imo ter razberemo vrednost neznanke z.

a:+1_a:—3
r  x+1
1
T =——.
5

Koncen Zapis geometrijskega zaporedja:

5

L4 16
5 5

.V geometrijskem zaporedju s koli¢nikom 2 je peti ¢len enak 16.

Koliko ¢lenov je treba sesteti, da dobimo vsoto 2557

Resitev.

Formula za izracun vsote prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja je
enaka:

ce q # 1.
Zapisimo sedaj vsoto prvih nekaj ¢lenov, katerih vrednost je enaka 255.
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10.

n

2
2552@1- 9

-1
T ce q# 1.

Is¢emo vrednost neznanke n.

Izracunajmo Se prvi ¢len zaporedja, ¢e vemo, da je peti enak 16.

16 = a, - 2
ay = 1.
Pois¢imo sedaj vrednost n.
2" —1
255 =1"-
2—1

Sesteli smo 8. ¢lenov geometrijskega zaporedja.

Vsota prvih dveh ¢lenov geometrijskega zaporedja je 10, produkt prvih

treh ¢lenov pa 216. Dolocite prvi ¢len in koli¢nik.
Resitev.

Izpisemo podatke:
a) + as = 10
al-ag-a3:216
Po definiciji geometrijskega zaporedja velja:

a2 a3

ai a2

Od tod velja:

a22 = aj - as.
Uporabimo sedaj drugi podatek ter pois¢imo vrednost a,.
as - ax® = 216, as = 6.
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11.

Vrednost prvega clena je enaka:

a; + 6 = 10, a, = 4.
Koli¢nik g geometrijskega zaporedja je enak:

Med stevili 3 in 1536 vrinemo 8 stevil tako, da nastane konéno geome-
trijsko zaporedje.

Koliksna je vsota vrinjenih ¢lenov?
Resitev.

Najprej izpisemo vse podatke:

CL1:3.

Ker je 3 vrednost prvega ¢len zaporedja, nato pa bomo vrinli Se 8. ¢lenov
zaporedja sledi, da je 1536 vrednost 10. ¢lena.

19 — 1536.

Uporabimo sedaj formulo za izracun splosnega c¢lena ter izracunajmo
koli¢nik zaporedja.
ay = ay - ¢’
1536 = 3 - ¢°
q=2.
[zracunajmo sedaj Se vsoto 8. <clenov geometrijskega podzaporedja s
prvim ¢lenom a; = 3, ter kolicnikom ¢ = 2.

Vsota prvih 8 ¢lenov geometrijskega zaporedja je enaka:

28 — 1
Sg=3- 51
Sg = 765.
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1

12. Dano je zaporedje s splosnim clenom a, = -, n € N.

(a) Zapisite prvih 5 ¢lenov tega zaporedja.

(b) Ali je dano zaporedje monotono (narasc¢ajoce/padajoce)?

(c) Ali je zaporedje omejeno?

Resitev.

1

(a) Cleni zaporedja so 1,3, 4, 5,1,

(b) Ce je razlika a,., — a, > 0 je zaporedje strogo narascajoce, ¢e pa
je razlika a,+1 — a, < 0 pa strogo padajoce.

Nage zaporedje je strogo padajoce ker velja -1~ — 1 < 0 oziroma

n+1 n
11
n+1 n’

(¢) To zaporedje ima zgornjo mejo max(a,)=1 in natanéno spodnjo
mejo inf(a,)=0.

13. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = 1 + %

(a) Obravnavajte zaporedje.

(b) Izracunajte kater ¢leni zaporedja lezijo v e-okolici Stevila s = 1, ce

jee =102
Resitev.
(a) Cleni zaporedja so 2, %, %, %, .

To zaporedje ima zgornjo mejo max(a,)=2 in natancno spodnjo
mejo inf(a,)=1.

Zaporedje je strogo padajoce.
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(b) Da izra¢unamo kateri ¢leni zaporedja lezijo v e-okolici s resimo ne-

enacbo:
la, —s| <e
1 1 1
1+-—1]<1072, =< — 100 < n.
‘Jrn ’ C 0 S 1007 "

V e-okolici tocke Stevila s lezijo torej vsi ¢leni zaporedja od vkljucno
101. dalje.

14. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a, = 5.

(a) Obravnavajte zaporedje.

(b) Izracunajte kater ¢leni zaporedja lezijo zunaj e-okolice stevila s = 1,
Ce jee = 1074

Resitev.

12 3 4

20374750

To zaporedje ima natancéno zgornjo mejo sup(a,)=1 in spodnjo mejo
min(ay,)

(a) Cleni zaporedja so

-1
=1.
Zaporedje je strogo narascajoce.

(b) Da izracunamo kateri ¢leni zaporedja lezijo zunaj e-okolice stevila
s reSimo neenacho:

la, —s| > ¢
‘n —1‘>10—4, L 1
n+1 - n—+1 — 10000
9999 > n.

Zunaj e-okolice tocke stevila s lezijo torej vsi cleni zaporedja do
vkljuéno 9999.
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15. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = “T" :

(a) Zapisite prvih 5 ¢lenov tega zaporedja.

(b) Ali je dano zaporedje monotono?

(c) Ali je zaporedje omejeno?

(d)
)

(e) Dolocite konvergentnost zaporedja.

Izracunajte limito zaporedja.

Resitev.

(a) Cleni zaporedja so 3,2, g, g, %, o

(b) Ce je razlika a,., — a, > 0 je zaporedje strogo narascéajoce, ¢e pa
je razlika a,,1 — a, < 0 pa strogo padajoce.

.o 24(ntl)  24m -2
e Preverimo: D) T n T D)

e Dobljeni koli¢nik je pri vsakem naravnem n negativen (pozi-
tivni imenovalec, negativni Stevec).

e Zaporedje je monotono, strogo padajoce.
(¢) Zaporedje je omejeno. To zaporedje ima zgornjo mejo max(a,)=3
in natan¢no spodnjo mejo inf(a,)=1.

(d) Splosni ¢len zaporedja a, preoblikujemo tako, da Stevec in imeno-
valec delimo z najvec¢jo potenco stevila n.

an =
1

24 ERm 24
=== :

Z uporabo znane limite (lim,, ., % = 0 ) izra¢unamo

241
lim 2

n—oo |

=1.
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(e) Ce ima zaporedje limito pravimo, da je konvergentno.

e Prvi clen zaporedja je zgornja meja zaporedja:
max(a,)=3=a;. Zgornja meja pripada zaporedju.

e Natancna spodnja meja je limita zaporedja
(lim, yooa, =1 ).
Natanc¢na spodnja meja ni ¢len zaporedja.(inf(a,)=1.)

n

16. Dano je zaporedje a,, = T%ﬁ :

Zapisite prvih 5 ¢lenov zaporedja.

(a
(b
(c

(d) Doloé¢ite konvergentnost zaporedja.

Ali je dano zaporedje monotono?

[zracunajte limito zaporedja.

)
)
)
)

Resitev.

(a) Cleni zaporedja so 3,2 27 81 243

(b) Ce je razlika a,.1 — a, > 0 je zaporedje strogo narascajoce, ¢e pa
je razlika a,+1 — a, < 0 pa strogo padajoce.

. . 3n+1 3n o 3n
e Preverimo: SnTDFT — ¥l — gniz-

e Dobljeni koli¢nik je pri vsakem naravnem n pozitiven (poziti-
ven imenovalec ter pozitiven Stevec).

e Zaporedje je monotono, strogo narascajoce.
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(¢) Splosni ¢len zaporedja a,, preoblikujemo

"oontl o 9n. 9\ 2

L3y L
lim (5) 5 =00

(d) Zaporedje ni konvergentno temve¢ divergentno. Je strogo narasca-
joce, neomejeno, s spodnjo mejo min(an):%, ki je prvi ¢len zapo-
redja.

2

17. Dano je zaporedje a,, = a?

a) Zapisite prvih pet ¢lenov zaporedja.

(
(b

)

) Ali je dano zaporedje monotono?
(¢) Izrac¢unajte limito zaporedja.

)

(d) Doloé¢ite konvergentnost zaporedja.

Resitev.

(a) Cleni zaporedja so 4%, 3%, 2%, 1%, as ne obstaja,. . .

(b) Izracunajmo razliko a, 1 — ay.

2 2 —4n + 18

(n+1) =57 (n=5)° (n—4)"(n—-5"

e Imenovalec je pozitiven. Razlika je enaka predznaku Stevca.
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Pri dolocenem c¢lenu zaporedja se predznak spremeni in postane
zaporedje padajoce.

Preverimo pri katerem ¢lenu se to zgodi:
o —4An+ 18 >0, éen<4%.

Od prvega do 4 (n < 43 ) ¢lena velja a,41 — a, > 0, torej je
zaporedje od prvega do (vkljuéno) cetrtega ¢lena narascajoce.

e —4An+ 18 <0, éen>4%.

Od petega n > 4% ¢lena naprej velja a,.1 — a, < 0, torej je
zaporedje od petega ¢lena naprej padajoce.

Opomba:

Napacno je ugotavljati monotonost zaporedja na osnovi nekaj
zacetnih clenov zaporedja. Za dano zaporedje bi po prvih stirih
¢lenih napacno sklepali, da je zaporedje narascajoce.

(c) Splosni ¢len zaporedja a, preoblikujemo

2 2 %
an = = = .
(n—5)° n?—10n+25 ni=l0nt2

Z uporabo znane limite (limn_moi = 0 ) izra¢unamo

2

2

i = =0

(d) Zaporedje je konvergentno z natanéno spodnjo mejo inf(a,)=0 ter
zgornjo mejo max(a,)=2, ki je 4. ¢len zaporedja.

2
(14:7_2

(4-5)?°

91



18. Koliko ¢lenov zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = %T" lezi na intervalu
[1.2,1.75].

Resitev.

Nalogo bomo resili na sledeci nacin.

Poiscemo tiste ¢lene zaporedja, ki ustrezajo neenacbi

1.2 <a, <1.75.

Resitev sistema neenacb 1,2 < ”T” < 1,75 je: 2,66 <n < 10.
e Naravna stevila, ki ustrezajo resitvi so 3,4,5,6,7,8,9,10.

Cleni as, a4, as, ag, ar, ag, ag, aig, lezijo na danem intervalu.

2n+3
n2

19. Koliko ¢lenov zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = je vecjih od 1.

Resitev.

Pois¢emo tiste ¢lene zaporedja, ki ustrezajo neenacbi a,, > 1.

e Resitev neenacbe je:
2n+3

> 1
n2

—1l<n<3.

e Ker je n € N, sta ustrezni stevili 1,2.

e Dva clena a; ter as sta vecja od 1.
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20. Poiscite vse clene zaporedja a, = g;”jg , ki lezijo v € - okolici limite, ce
je € = % .
Resitev.

Clene zaporedja, ki lezijo v € - okolici limite izracunamo na sledeci nacin:

e Izrac¢unamo limito zaporedja (oznaka a)

o 4An 42 o o4+2 4
a = lim = lim T ==
e Resimo neenacbo
la, —a| < e
4n + 2 2‘<1 ‘ 4 ‘<1
on—3 3 6’ on —3 6

e [zraz v absolutni vrednosti je zmeraj pozitiven, zato nadalje znak
absolutne vrednosti izpustimo.

4
6n — 3
4,5 < n.

<1
6’

e V dani okolici tocke lezijo ¢leni od vkljuéno petega c¢lena naprej.
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v v . _ n242
21. Poiscite vselz clene zaporedja a, = 5,55 ,
ce je €= 5.

ki lezijo izven € - okolice limite,

Resitev.

Naloge se bomo lotili na slede¢ nacin:

e Izrac¢unamo limito zaporedja (oznaka a).

e Resimo neenacbo.

la, —a| > ¢
2
n+2_1>i7 7 >i
om2—3 27307 4n2—6 — 30
210 > 4n?> — 6
216 > 4n?
216
< =54
"=
—7.43 < n < 7.43.

e [zven dane okolice limite lezi prvih sedem ¢lenov zaporedja.
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22. Ugotovite, ali je dano zaporedje konvergentno in izracunajte njegovo li-

mito:
(a) a, = 3%
(b) a, = \_/—%
(c) a, = "+20-3n
(d) a, = 22507
}/ (n?+2n)

Resitev.
Upostevajmo, da je

lim — =0
n—oo n,

in

lim,, o ™ =0, e |a| < 1.

(a) an = 2%

Splosni élen preoblikujemo tako, da ulomek delimo z n?.

=0.

100 0
1

Splosni clen preoblikujemo tako, da ulomek delimo z ne.

=3
ey R i
2

3
O

n3
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_ n?420-3
(C) (n = n2J5r73n2n
2.

Splosni ¢len preoblikujemo tako, da ulomek delimo z n

n?4+20—-3n L4 2% 5% 1
lim —————— = lim =" = — .
_ 2(3+n)?
<d) an = ~7376

Splosni ¢len preoblikujemo tako, da ulomek delimo z n

24 12n4 18 My e 18 9p )
lim = lim 2 ne—" = lim =00
o 3/ (n242n)
(e) an = 3+n

Splosni ¢len preoblikujemo tako, da ulomek delimo z n

3/ n2 + 27’L / 3 (n2+32n)
= lim —5—"— =
1
1+2
li “ =- =0.
noeo % T
n? n?
(f) an = 34+n  n—1

Splosni ¢len preoblikujemo tako, da ulomek delimo z n?.

. n*(n—1)—n%(3+n) . —4n?
lim = lim ——— =
n—00 (34+n)(n—1) n—oo n? 4 2n — 3
_4;12 4
M s =y =k
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(g) apn=vn?>+3—n

Splosni ¢len preoblikujemo tako, da ga najprej racionaliziramo, nato
pa delimo z n.

i (\/n2+3—n>-<\/n2+3+n>: ' 3

T (Ve k3 4 n) % (VanT + 3+ n)

3

lim "2 =0

n—00 (\/ 2n2+3+n)

n

Splosni ¢len preoblikujemo z uporabo znane lastnosti:
lim, .o @™ =0 e |a] < 1.

i (3)" = (-3)" (-3) o (-3) =0
im (—= =lim (—=) - (—=) =0 (—=)=0.
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4.2 Vrste

1. Izracunajte vsoto vrste

Resitev.

Vsoto vrste izracunamo na slede¢i nacin.

e Zapisemo prvih nekaj clenov zaporedja. Cleni si sledijo (2,5,8,11,...).
Razvidno je, da gre za aritmeti¢no zaporedje.

e Sesteti moramo torej 10. ¢lenov aritmeticnega zaporedja s prvim
¢lenom
a; = (3(1 —1)+2) = 2, zadnjim ¢lenom a1y = (3(10 —1) +2) =
29 in razliko (diferenco d = 3).

e Za vsoto prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja uporabimo ze znani
obrazec:

(2a1 + (n —1)d)

" n n
Sn=Zai:§(a1+an):§
i=1

in dobimo 10 310

2. Izracunajte vsoto vrste

Z 2]4:*3.

k=0
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Resitev.

Vsoto vrste izracunamo na sledeci nacin.

e Zapisemo prvih nekaj ¢lenov zaporedja.
Cleni si sledijo £,4,1, 3.
Razvidno je, da gre za geometrijsko zaporedje.

e Sesteti moramo torej 9. clenov geometrijskega zaporedja s prvim
¢lenom
ap = 2070 = 27% = 1, zadnjim ¢lenom ag = 2°7% = 2° = 32 in
koli¢nikom ¢ = 2.

e Za vsoto prvih n ¢lenov geometrijskega zaporedja uporabimo ze
znani obrazec:

n qn—l
S, = a; = ap -
2= m
in dobimo
9_1 1 29-1 511
So = ay - 2 - — 22 63,875,

3. Izracunajte vsoto vrste

k=2
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Resitev.

Vsoto zapisemo kot

10 4(k’+1) 10 2k
23 T Ly

k=2 k=2

e Prva vsota predstavlja 9 clenov aritmeticnega zaporedja s prvim

¢lenom
4(24-1 .. v 4(10+1 : :
a; = % = 4 ter zadnjim ¢lenom ag = % = 4 in razliko
_ 4
d=1

Vsota je enaka: Sy = g (1—32 + 43—4> = 8&4.

e Druga vsota pa predstavlja 9 ¢lenov geometrijskega zaporedja s pr-

vim ¢lenom a; = % = 1‘21—8 , zadnjim ¢lenom ag = %; = %284 ter
koliécnikom ¢ = 2.
Vsota je enaka
91 4 2°—1 4-511
So=ay- L2 — = = 15,968.

g—1 128 2—1 128

e Razlika vsot je enaka:

§:4(k+1) 002k
3 =128

k=2

84 — 15,968 = 68, 032.

4. Izracunajte vsoto geometrijske vrste.

Opomba: ¢e je zaporedje delnih vsot {S,} konvergentno, imenujemo
limito lim,,_,. S,, = S vsota ali vrednost vrste.
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Ce limita lim,_,. S, = S ne obstaja pravimo, da je vrsta divergentna.

Resitev.

S= ad ! = .
kgl 1=q

%) (—1)1671 1
Vsota vrste Zk:l ToRFT Z ayp — 15
1
n 1
S pu— 4 1 pu— 6'
1= (-3)

P BN
Resitev.
2k—1
Vsota vrste 72, (—%) zap = —32
je: ,
S=—3 . —_1-
-3

101

Geometrijska vrsta 332, a;¢" ! je konvergentna, ¢e je kolicnik zapore-

dnih ¢lenov |¢] < 1 (=1 < ¢ < 1); njena vsota je enaka:

as = —% ter kolicnikom ¢ = —3 je

4
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6. Preverite ali je dana geometrijska vrsta konvergentna in izra¢unajte vsoto

1+}+i+
4 16
Resitev.
1 1
al_la a2_47 a3_16

Ker je koli¢nik g = i po absolutni vrednosti manjsi od 1(—1 < ¢ < 1),

je vrsta konvergentna, vsota pa je enaka

Ugotovite ali je dana vrsta konvergentna?

k

2913

Resitev.
Ce je vrsta > 77, a, konvergentna, potem velja limy_,o ar =0 .

Preverimo za dano vrsto:

Vrsta ni konvergenta.
Z uporabo kvocientnega (D’Alembertovega) kriterija ugotovite ali so vr-

ste konvergentne.

(a) 252 k2i+2
25k +1

(b) 252y =5
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Resitev.
Uporaba kvocientnega kriterija pri ugotavljanju konvergence vrst.

Izrac¢unamo limito (oznaka L) dveh zaporednih ¢lenov vrste (¢e obstaja)

. QR+1
lim —* —
k—o00 a/k‘

Ce L < 1, vrsta konvergira
¢e L > 1, vrsta divergira

¢e L =1, kvocientni kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste

()

L.
k2
k+1
. (k+$2+2 KRR 2k42
L= lim — = lim 5 =
e k—oo k3 + 2k + 3k

Kvocientni kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste.

00 25k+1
= K
25(k+1)+1
L= lim T oy 25

Ker je L < 1, vrsta konvergira.

9. Z uporabo korenskega (Cauchyjevega) kriterija ugotovite, ali sta vrsti
konvergentni:

(a) 322 (55)"

(b) 2, (% 1+ 4k2>k
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Resitev.
Uporaba korenskega kriterija pri ugotavljanju konvergence vrst.

Izra¢unamo limito (oznaka L) k-tega korena iz k-tega ¢lena (¢e obstaja)

lim /a, =L

k—o0

¢e L < 1, vrsta konvergira
¢e L > 1, vrsta divergira

¢e L =1, kvocientni kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste

(a) Vidimo, da je

L= lim ¢ (
k—o00

A |
% — 1) w2k 1 2

Ker je L < 1, vrsta konvergira.

(b) Zapisimo:

k
L = lim \I%(Qk—\/1+4k2> :khm ok —\/1+4k* =
— 00

k—00

2k—\/1+4k2-<2k+\/1+4k2) .

lim = lim

k=yoo 2k + /1 + 4k> k=00 ok 4+ /1 + 4k2

Ker je L < 1, vrsta konvergira.

0
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Poglavje 5

Realne funkcije

5.1 Osnove

1. Naj bo f(z) = 54 e, Izracunajte: f(1), £(0), f(v/3), f(3).

Resitev. Ni tezko preveriti, da je
(1) = 5+1-ei? =5+4¢°

F(V3) = 543 =5+ /3¢
f(3) = B5+3es =5+ 3e3

V tocki x = 0 funkcija f ni definirana.

2. Zapisite definicijsko obmocje funkcije:

(z)
(b) f(z)=+vz+9
(¢) f(z) =va?+6x+5
(d) fz) = 25
(e) f(x)=4In(z* — 25)
(f) f(x) = 2arctan(l — 2?)
(g) f(x) =5In(3 — 2z +4)
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Resitev.

(a) V tem primeru je Dy = R.
(b) Ker mora biti z+9 >0, je Dy ={z e R |z > -9}

(¢) Ker mora biti 22 + 6x + 5 = (z + 3)(x +2) > 0, je
Dy = (=00, =3] U [—2,00).

(d) Ker mora biti 16 — 22 = (4 — z)(4 + z) # 0, je Dy = R\ {—4,4}.

(e) Ker mora biti 22 — 25 >0, je Dy ={x € R | x < =5 in = > 5}.

(f)

(g) Ker mora biti 3—y2z+4>0in2x+4>0,je Dy={zeR| x>
—2inz < 3}

V tem primeru je Dy = R.

3. Dani sta funkciji f(z) = =5z + 2 in g(z) = T2 + 4. Zapisite funkcije:

(a) (f +9)(=z)
(b) (fog)(x)
(e) (go f)(x)

Resitev.

(a) (f+9)(x)=g(x)+glx)=—bx+2+T2>+4="T2> - 52 +6

(b) (fog)(z) = f(g(z)) = f(Ta2+4) = —5(522 +3) + 2 = —252% — 13
(©) (g0 f)(x) = g(f(z)) = g(—5z +2) = T(—5z + 2)? + 4 = 7(252% —
20z + 4) + 4 = 17522 — 140z + 28

4. Ali so funkcije sode ali lihe?

(a) f(z) = 62" — 223 + Tz
(b) f(2) = 225

() flx)=ae™

(d) fla) =aTe
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Resitev.
(a) Funkcija f je liha, saj je f(—x) = —f(x):
fl=z) = 6(=2)° = 2(—2)’ + 7(~2)
= —62°+22% - Tz
= —(62° —22° + Tx)
= —f(z)

(b) Vidimo, da je

_ 2(—z)
IED = g —sn -1
—2x
1122+ 3z — 1

Funkcija f ni niti soda niti liha, saj f(—xz) # f(z) in f(—z) #
—f().
(c¢) Ni tezko preveriti, da je

f(-z) = (2 = 224" = f(a),

Iz tega sledi, da je funkcija soda, saj je f(—x) = f(x).

(d) Funkcija ni niti soda, niti liha.

5. Skicirajte graf funkcije:

(a) f(x)=—-3x+4

(b) f(z) = —22*+3

(c) f(x)=2*>+b5x+6
(@) f(2) =35

(e) flz) =3z —1

(f) f(z) =e @D 41
(8) flz) =3e+? +1
(h) f(z) =In(3z — 2)

(i) f(z)=—2In(5z — 1)
(4) f(z) = —2sin(z - 3)
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(k) f(x) = cos(4x)
(1) f(z) = —3sin(5x)

Resitev. Prinalogi si lahko pomagamo z niclami funkcije, definicijskim
obmocjem, zalogo vrednosti itd. Upostevamo lahko tudi naslednji zapis.
Ce poznamo graf funkcije, ki je podana s predpisom f(z), dobimo graf
funkcije, podane s predpisom
e —f(z), z zrcaljenjem preko osi x
e f(—x), z zrcaljenjem preko osi y
e kf(x),(k>0),z raztegom za faktor k po osi y
o f(kx),(k > 0), z raztegom za faktor 1/k po osi z
e f(x)+ a, s premikom po osi y za a
— navzgor, ¢e a > 0
— navzdol, ¢e a <0
e f(xz+a), s premikom po osi x za a

— v levo, ¢e a >0

— v desno, ¢e a <0

Na ta nacin lahko postopoma pridemo do grafa zelene funkcije.

(a) Graf funkcije je na sliki (5.1).
(b) e Parabolo y = x? raztegnemo za faktor 2 po osi y (dobimo graf
y = 22?).
e Dobljeni graf zrcalimo preko osi z (dobimo graf y = —22?).
e Dobljeni graf premaknemo za 3 navzgor (dobimo graf zelene
funkcije f(z) = —22% + 3).
Graf je na sliki (5.2).

(c) Najprej zapisimo f(z) = 2® + 5z + 6 = (v + 2)(x + 3). Torej sta
nicli funkcije x = —2 in = —3. Funkcija seka ordinato v y = 6.
Teme funkcije je v tocki T(—2, —1). Graf je na sliki (5.3).

(d) Hiperbolo y = % premaknemo za 2 proti desni.

Graf je na sliki (5.4).

(e) Definicijsko obmodje funkcije f(z) je Dy = {x € R ; # > 1}, zaloga

vrednosti je Zy = R*. Graf funkcije je na sliki (5.5).
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(f)

(k)
(1)

e Graf eksponentne funkcije y = e* zrcalimo preko osi y (y

e,
e premaknemo za 1 proti levi (y = e~@+1)
e in za 1 navzgor.

Graf je na sliki (5.6).
Graf funkcije je na sliki (5.7).

Dano funkcijo zapisimo kot f(z) = In3(z — 2).

e Po osi z jo skr¢imo za faktor 3 (y = In(3z))

e in premaknemo za % v desno.

Graf je na sliki (5.8).
Graf funkcije je na sliki (5.9).

e Graf funkcije y = sinz zrcalimo ¢ez os z in raztegnemo za

faktor 2 po osi y (y = —2sinx),
e nato pa premaknemo za 3 v desno.
Graf je na sliki (5.10).

Graf funkcije y = cos x skréimo za faktor 4 po osi x.

Graf je na sliki (5.11).
Graf funkcije je na sliki (5.12).

Slika 5.1: f(z) = -3z +4
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Slika 5.2: f(x) = —22% + 3

Slika 5.3: f(x) =2*> +5x+6
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Slika 5.5: f(z) =3z —1
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Slika 5.6: f(z) = e () 41

Slika 5.7: f(x) = 3™ + 1

112



Slika 5.8: f(z) = In(3z — 2)

Slika 5.9: f(z) = —2In(5z — 1)
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Slika 5.10: f(z) = —2sin(z — T)

ANVANVANYAVANYAY /\/\/\/\/\/\x
/\/\/\/\/\f\/\/\/\/\/\/\/‘

Slika 5.11: f(z) = cos(4x)
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Slika 5.12: f(z) = —3sin(bx)

6. Zapisite predpis inverzne funkcije dani funkciji:
(a) fz)=a3+7T

(b) f(z) = In(5z)
(c) f(x) =2e2+2 42

Resitev.

(a) Do predpisa inverzne funkcije pridemo z naslednjimi koraki:
e Funkcijo prepisemo v obliki y = 2% + 7.
e Zamenjamo spremenljivki z in y: 2 = y> + 7.
e Resitev enacbe da iskani predpis: y = o — 7.
(b) Kot v prejsnjem primeru: y =In(5z), z =In(5y), y= ie”
() y=2e7""242, x=2¥24+2 y=—-In2-1)+2
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5.2 Limita in zveznost

1. Izracunajte:

() lim, 0 Ly
(c) lim, o %
(d) o
)

37 +4a 4622 —x+22
527 —6x54+3x—7

lim,

(e) lim, .,

Resitev.

(a) lim, s f(x) ra¢unamo po enakih pravilih kot limito zaporedja, to-

. 2_
rej lim, oo Lprorz — 1

Tx24+707 T T
: 224+50z—4 1
(b) lims—e0 322420419 15

: Tx?422—9
(¢) limy o0 2597557 = 0.

(d) lim,,_ f(z) ra¢unamo kot lim, ,, f(—x). Torej je v danem pri-

. _$3+23 o l
meru lim,_, “3iies — 3
: 32" +dx* 4622 —x+22 _ 3
(€) limes oo “5 755 = 5-

2. Izracunajte:

(a) lim, .3 $_39

(b) lim, (5155 — =%5)
(¢) lim,_,o YiHe-vi=e
(d) lim,,5 50t

(e) Timy g 3=V2EE
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Resitev. Limite so:

(a)
2 _ _
lim & 9 _ lim (x —3)(x +3)
=3 1 — 3 T—3 r—3

= lim(x+3) =6
T—3

) 1 12 . 2+ 2 —8
lim ( - ) = lim
=2y —2 3 —8 =2 (x — 2)(2? 4+ 2z + 4)
-2 4
@
e=2 (v — 2)(2? + 22 +4)
rz+4 1

im——— =
=222 +2¢x +4 2
(c) Izraz YHE=VIZT paggirimo s /1 + 2 + /1 —

oVl —V1—x VIt r—V1—-2 Vi4+zxz+V1—2x
lim = lim

_ l+z—(1—2)

= lim
2=0 5z(v/1 + z + /1 — )
" 2x

T o05e(Vitz+ VI—7)
li 2

T em05(/Itz+vIoo)
1

5

(d) Racionaliziramo $tevec in upostevamo zvezo a® —b? = (a —b)(a +b)

S s S (R [ B
a=5 g2 —25 2= (22— 25)(1+ /7 — 4)
— lim 1—(x—4)
a5 (22 — 25)(1 + vz — 4)
. 5—x
Y P S Y Ry
L —(z —5)
= M TRt 5+ Ve D)
, ~1
B ib“%(x+5)(1+¢m)
1
20

117



(e) Racionaliziramo Stevec in imenovalec

lim3—\/5+—ac _ 1im3—\/5+—x_3+\/5+—x_1+\/5——x
=41 — /5 —zx =41 —5—2 3+b+z 1+/5—-2z
_ hm9—(5+x).1+\/5——x
=41 —(5—12) 3+5+z
~ lim 4—x '1+\/m
z—4 —4 + 1 3+\/5+—5L‘
1+vV5—2x

— lm(—1) -
Ilg}l( ) 3+vo+tx
1

-3

3. Izracunajte:

sin(6x)
x

sin?(5z)
3x2

hmx—>0

liInw—>0

8x
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Resitev.

(a) Vidimo, da je

lim sin(6z) = lim M
=0 =0  Ox
Naj bo 6x = ¢ in upostevajmo, da je lim, o = sinz — 1. Potem je
lim 6 sin(6x) lim Gsint 6 lim sint 6
=0  6x t—0 ¢ t=0 ¢
(b) Vidimo, da je
lim sin?(5x) — lim 25 sin(5x) sin(5z)
=0 3z2 70 25 - 322

Naj bo 5z = t. Potem je

lim 25 sin(5z) sin(bz) _ lim 25 sin(t) sin(t) _ %

z—0 25 - 3x2 =0 3t? 3

(¢) Vidimo, da je
2z , x ) Tx
im — = 2 lim — =2lim ————.
z—0 sin(7x) 2—0 sin(7x) z—0 7sin(7z)
Naj bo 7x = t. Potem je

Tx t 2 14 2

2lim ——— =21 —lim— = -.

250 7sin(7x) 90 Tsint 7 S0sint 7

(d) Vidimo, da je
1 3
lim(1 + 3z)= = lim(1 + 3z)3=
x—0 x—0

Naj bo 3z =t in upostevajmo, da je lim, ,o(1 + x)i = e. Potem je

3 1
t t

: 3
ilg(l)(l—i-?)x)iiz :%1_{%(1#—15) :l_r>n((1—|—t) )P = e’

(e) Vidimo, da je

lim In(1 + 5z) 1 lim In(1 + 5x) 1 lim 5In(1+ 5x).
70 1 8 z— xT 8 z—0 15%4

Naj bo 5z =t in upostevajmo, da je lim,_,q hl(l 2) — 1. Potem je

1. 5In(1+5z) 1. 5In(l+¢) 5. In(l+¢t) 5
- lim——=—-lim——+*=—-lim——- = —.
8 z—0 5%5 & t—0 t 8 t—0 t 8
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4. Funkcija f je podana s predpisom

—br—4;, <0
fx)=4¢0; =0
r—4; >0

Izracunajte f(0), lim, .o+ f(2z), lim, ,o- f(x), lim,_o f(z). Al je funk-
cija f zvezna v tocki x = 07

Resitev. Ocitno je f(0) = 0. Vidimo, da je

lim f(z) = lim (=5 —4) =—4.
z—0~ z—0~

Iz tega sledi, da je lim,,o f(z) = —4. Vendar funkcija f ni zvezna v
tocki z = 0, saj lim,_,o f(z) # f(0) = 0. Graf funkcije f(x) je na sliki
(5.13.

x
R \ / ]l : 5 § '

2

I

Slika 5.13: Graf funkcije naloge (4)

5. Funkcija f je podana s predpisom

—br—1;, <0
flx)=1¢ 2*+2; z€]0,2]
dx; x> 2
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[zracunajte
(a) f<0)7 hHlﬂc—)O+ f<$>7 hrnz—>0— f<$>7 hmx~>0 f(l')
(b) f<2)7 hmx%2+ f(l'), hmz—>2— f(i[f), hmx~>2 f(iL')

Ali je funkcija f zvezna v tockah x = 0 in z = 27

Resitev.
(a) f(0) = 2, lim,_o+ f(z) = limy_o+ (2% + 2) = 2, lim,_,o- f(x) =
lim, ,o- (=bx — 1) = —1, lim,_,¢ f(z) ne obstaja.
(b) f(2) =10, lim, o+ f(x) = lim, o+ b = 10, lim, o f(x) = lim,_,o-
(23 +2) = 10, lim, 5 f(z) = 10.
Funkcija f ni zvezna v tocki x = 0, v tocki = 2 pa je zvezna.

Graf funkcije f(x) je na sliki (5.14).

Slika 5.14: Graf funkcije naloge (5)

121



6. Dolocite a tako, da bo funkcija

202+ 1; v<1
f(x)_{ZL—J:Qa; x> 1

zvezna.

Resitev. Funkcija f bo zvezna, ko bo lim, i+ f(x) = lim, ;- f(z).
Torej lim,_,1+ (4 — 22%a) = lim,_,;- (222 4+ 1). 1z tega sledi 4 — a = 3, kar
pomeni, da je a = 1.

7. Dolocite a tako, da bo funkcija

2 v >1
f(x){ 322 +a; <1
zZvezna.
Resitev. Ker mora biti lim, i+ f(z) = lim, ,;- f(x), je 1 = =3 +aq, iz

cesar sledi, da je a = 4.

8. Naj bo

Ali obstaja lim, 4 f(x)?

Resitev. Vidimo, da je

li = li =
xi&%— f(ﬂf) xigll“' r—4 z—4t x — 4

in
li = li
A=t =
S tem smo pokazali, da leva in desna limita funkcije f v tocki z = 4

nista enaki. Iz tega sledi, da ne obstaja lim, .4 f(z).
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9. Naj bo

- { 10

Ali je funkcija zvezna v tocki x = 07

Resitev. Ker je lim,_,o- % = —00, je

lim f(z) = lim e = 0.

z—0" z—0~

Ker je lim, o+ % = 00, je

1
lim f(z) = lim e* = oco.
r—0Tt f( ) r—0Tt ’

S tem smo pokazali, da leva in desna limita funkcije f v tocki z = 0
nista enaki, iz ¢esar sledi, da funkcija f ni zvezna v tocki z = 0.

Slika 5.15: f(z) = =
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10. Dolocite f(a) tako, da bodo dane funkcije zvezne v tocki a.

(a) f(0) =73
(b) f(0)=e¢3
(c) f(4) =—15
(d) f(1)=—3
(e) f(2) =3
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