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Predgovor

Zbirka nalog iz Matemati¢nih metod II vsebuje naloge in resitve celotne snovi,
ki je po u¢nem nacrtu predpisana za Studente drugega letnika univerzitetnega
Studijskega programa Tehniska logistika na Fakulteti za logistiko Univerze v
Mariboru. Prav tako vsebuje zbirka nalog primere izpitov, kar dodatno omo-
goca temeljit pregled predmeta Matemati¢ne metode II.

Namen zbirke nalog je z nalogami podkrepiti snov u¢benika Matematicne me-
tode II in na ta nacin boljSe razumevanje in ustrezna uporaba snovi, v povezavi
z ostalimi aktivnostmi v sklopu predmeta Matemati¢ne metode II.
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Poglavje 1
Odvod

1.1 Odvod, geometrijski pomen odvoda, pribli-
Zno racunanje

1. Izrac¢unajte odvode naslednjih funkcij:

(a) (22 +3z—2+2—- %)
(b) (—2v/V16z + 4z)

(¢) Vaya(l-1)

(d) (x\/_+2)-(x4 + 32)
(e) %

(f

Inx
ez

)
(2) \/Q—T




Regsitev.

(a) Funkcijo preoblikujemo.
flx) =22 +3x — 2+ 227 — 272

Odvajamo vsak ¢len posebe;j.
fx) =242 +3+2- (—1)z? — (—2)a 3 =823+ 3 — 2272+ 2273,

(b) Funkcijo preoblikujemo.

Fla) = ~2-((162)3)" 442 = ~2- ((162)}) + 4z =
—2-2- (z)1 + 4x.

Odvajamo.
fl(x)=—-4- ix_% F4=—g71+4.

(¢) Izraz preoblikujemo.

1
fl@)=(z-22)?-(1=L)y =z - (1-L) =2i i
Odvajamo.

_1 _5
f/(x) = %x 14 T

(d) Funkcijo preoblikujemo.
2072 + 327 + 4o~ + 6u.

Odvajamo.
flla)=2- (=323 +3-Ia3 +4- (—4)2 " +6 = 3073 + L3 +
—1627° + 6.

(e) Odvajamo kot kvocient funkcij.
f/(llf) _ (32241)-(3—22)— (23 4+x—2)(—22) _ (922—3x?4+3—a2)—(—22*—222+4x)
- G2 = e =

—24 41022 —4z+3
(3—x2)2 :

(f) Odvajamo kot kvocient funkcij.
1.2y Inxe? 2_ .2 _
f/(SL’) == e(izx;xe = < efx%nm = 1621;2m-




(g) Funkcijo preoblikujemo nato pa odvajamo kot kvocient.
2

fx) =

f/(iE) _ 2z (2®4a)—2? (2241) _ 223420222302 _ z2 1
(z2+x)?

(@2+7)2 = 2 @tD2 T @2
(h) Odvajamo kot kvocient funkcij.

2x+3

e odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

e2r3(2). (22 —3x—4)—e2213(22—3 e2r+3(242 81 —5
f(z) = i (w2—3m—)4)2 e = (:(:2(—3x—4)2 :

(i) Odvajamo kot kvocient funkcij.

sin(z?) odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

cos(z?)(2z)(x—3)—sin(z2)-(1 22 cos(z2)—6z cos(z2)—sin (2
Fl(x) = (z*)( )Ew_3;2 (z9)-(1) _ (z%) (m_3)2( )=sin(z®)

(j) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

IEZ . £B2 £B2
f,(x) = COS(12+1) ’ (COS( ;1)), = COS(52+1) ' (_ Sln( +1)) ' ( ;1)/
) K - an(x 1
L (—sin(22) - (B0 = o),

COS(%)

(k) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

J'(%) = sty - ((40)) = Sty 1 (40)' = ooty 4

1
zcos?(In(4x))

(1) Odvajamo kot kvocient.

_ 2cosx(—sinx)-(14+cos(2x))—(1+cos?x)-(— sin(2x))(2)
f,(I) - (1+-cos(2x))? :

1
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2. Z upostevanjem pravil za odvajanje izracunajte odvode naslednjih funkcij
in vrednost odvoda v z.

(a) (22° + 52— 3)%, 29 =0
(b) e2*=4, 2y =2

(¢) av/a2 49, 2y = 4

(d) 1o, 20 = —1

(e) tan(22%), 20 = /5

() et wo=3

(8) samzr @0 =€

(h) zeX*+3 1o =1

(i) 222 7y =1
Resitev.

(a) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

F(2) = 8(2a% + 5z — 3)7(da + 5), f/(0) = 87480,
(b) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

fl(@) =e®=1.(2), f(2) =2.
(¢) Odvajamo kot produkt.

fl(x) = IWaZ T 9+ xl(2? +9) 722z, f/(4) = 4L,

5
(d) Odvajamo kot kvocient.

621 641‘ _ 621‘ 641‘ 672 674_
fi(x) = : (1+(1+)e4£)2 = ); f(=1) = — k

(e) Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.

f/(.flf) = WZLT, f/(\/g) =4 g
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(f) Odvajamo kot kvocient.

f’(l’) _ (sinz-cos? x)’ (14-cos? &) —(sin z-cos? ) (14+-cos? )’
o (1+4-cos? z)?2 o
(cos - cos? x+sin (2 cos z(— sinx)))(1+cos? x)—(sin z-cos? x)(2 cos z(— sin x)

(1+-cos? z)?2
rE) =0

(g) Funkcijo preoblikujemo.
—— = (z-Inz)"".
Odvajamo kot sestavljeno funkcijo.
fl(z) ==1(z -lnz)2(z-Inz) = —(z-Inz)?(nz+zl) =

—(z-Inz)2lnz+1), f'(e) = —2.

e

(h) Odvajamo kot produkt.
F(x) = 1213 4 g(e2°+3(4x)), f/(1) = 5e®.

(i) Odvajamo kot kvocient.

n3 2) (4z)—(In3 2) (4z)’ 31n2? z(1))(4z)—(In® z) (4
f/(l’) _a )(4(2193)(; J(z) _ ( (x))(im))Q ( ) )’ f/(l) —0.

3. Zapisite prvi in drugi odvod funkcije.
(a) v1+ 223
(b) In(z?* +2)
(¢) e *cosx
(d) z*(2Inz — 3)

=VI+223, y =31+ 2x3)—%(6:§2) = (32%) - (1 +22%)72
2,

2(z242)—2x(2x — 92
(b) Y= 11’1(:172 + 2)7 y/ = (1‘2—14_2)(235)7 y” = ( (—;2)_,_2)2( ) = (x22+$;1
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cosz, Yy =—eTcosxr—e Tsine =—e F(cosx + sinx),

(d) y=2*2lnz —3), ¥ =22(2Inz —3) + 222 = da(lnz — 1),
y'=4(lnz—1)+4z(i) =4Inz.

4. Implicitno odvajajte funkcijo.

(a) 3z% — 2y? = 100
(b) 122° + 32%y + v = 120
() ¥P*+y—2*+4z+ay—12=0

Resitev.
Pri implicitno podani funkciji upostevamo, da je y funkcija spremeljivke
z (y =wy(x)) in jo je zato treba odvajati kot posredno funkcijo.

_ __ 6bx
(a) 62 —dyy' =0, y' = .

(b) 3622 +3(2xy + 221y') + 3y =0, y = — Lot

(¢) 3> '+ 1y —2v+4+y+ay =0, ¢ = 32;214113;.

5. Naj bo y = sin(—z) + 2¢?*. Izracunajte y"” — 6y” + 11y’ — 6y.

Resitev.

Potrebujemo prvi, drugi in tretji odvod funkcije y(z).
y' = —cos(—x) + 4e*.

y" = —sin(—z) + 8e*.

y" = cos(—x) + 16¢*".

y" — 6y" + 11y’ — 6y = cos(—z) + 16> — 6(—sin(—z) + 8**) +
11(— cos(—x) + 4e**) — 6(sin(—x) + 2¢**) = —10 cos(—xz).

12



6. Naj bo y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (A, B,w so konstante). Dokazite,
da je y" + w?y = 0.

Regsitev.

e Potrebujemo prvi in drugi odvod funkcije y(t).

e y/(t) = —Asin(wt)(w)+ B cos(wt)(w) = —Aw sin(wt )+ Bw cos(wt).

o y'(t) = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt).

o y'+w?y = —Aw? cos(wt)—Bw? sin(wt)+w? (A cos(wt)+B sin(wt)) =
0.

7. Zapisite enacbo tangente na krivuljo y = 2% + x v tocki T(2,6).

Resitev.
e Smerni koeficient tangente na graf funkcije v tocki T je enak odvodu
funkije v tej tocki. (f'(xo) = ki)
e Enacba tangente je enaka (y — yo) = k; - (x — xo).
o fl(x)=2z+1,f'(2)="5.

e Zapisimo sedaj enacbo tangente v tocki 7'(2,6).
(y—6)=>5-(xr—2)aliy=>5r—4.

8. Zapiite enatbo tangente na graf funkcije f(z) = 55 v tocki T'(-2,y).

Resitev.
o y=f(z)=f(-2) =14
o [l(x) = 1'(-2) =%
1

e Zapisimo enacho tangente v tocki T'(—2, 3).
(y—3)=2-(x—(-2))aliy=3z+3.
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9. ZapiSite enacbo normale na krivuljo y = 2?2 + 22 — 8 v toc¢ki z absciso 4.

Resitev.
e Abscisna os je z-o0s, zato je x = 4,y = 16.
o f'(x)=2x+2, f'(4) = 10.
e Normala je pravokotna na tangento.
Smerni koeficient normale v toc¢ki 1" je enak k,, = —kit, k, = —1—10.
e Zapi8imo enaébo normale na graf funkcije v tocki 7'(4, 16).
(y—16) = =% - (x —4)) aliy = —550 + 2.
10. Zapiite enacbo normale na graf funkcije f(z) = 322 v tocki z ordinato 2.
Resitev.
e Ordinatna os je y-o0s, zato je x = —%, y=2.

— z)—(2—x)(1
° f/(lli') _ 1(2—1—(2)_1_96()2 ) (2+w 2,]“( ) %
e Zapisimo enacbo normale na graf v tocki T(—%, 2).
(y-2)= -3 (x+2)y=-So+1

11. Zapisite enacbo tangente in normale na graf funkcije f(x) = tan(x) v
tocki T(Z, ).

Regsitev.

o y=flz) Ztan(fﬂ) f(%) =1,T(31).
N e p——
e Enacba tangente je enaka: (y —1)=2-(x —F)aliy=22 -5 +1.
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12. Izracunajte v kateri tocki krivulje y = 22 — x — 2 je tangenta vzporedna
premici y = 2x — 6.

Resitev.

Vzporedne premice imajo isti smerni koeficient.

Koeficient dane premice je 2, torej je tudi smerni koeficient iskane
tangente (f'(zo) = 2).

[8¢emo tocko xq, ki ustreza f'(zq) = 2.

Regitev enacbe f'(xg) =22 —1=2je xg =

3
5-
Iskana tocka ima koordinate zq = %, Yo = —%.

13. Za kateri a je normala na graf funkcije f(x) = az® v to¢ki z absciso z = 3
vzporedna premici x — 9y — 81 = 07

Resitev.

e Vzporedne premice imajo isti smerni koeficient.
e Premico preoblikujemo: y = éa: —9.

e Koeficient dane premice je é, torej je tudi smerni koeficient normale
enak 3.

e Smerni koeficient tangent je tako enak (f'(xq) = —9).

e I5¢emo vrednost a, kjer je reitev enacbe f/(3) = a3 = —9.
e Resitev je a = —%.
e Iskana funkcije je f(z) = —32.

15



14. Na grafu funkcije f(x) = 22® — 6x dolo¢ite tocke, v katerih je tangenta
vzporedna z abscisno osjo.

Regsitev.

e Smerni koeficient abscisne osi je enak 0, torej je tudi smerni koefi-
cient tangente, ki je vzporedna abscisni osi, enak 0.

e [3¢emo tocke x, ki ustrezajo enacbi f'(zq) = 0.
e Resitev enacbe f'(z) = 622 — 6 =0 je z9 = +1.

e Prva iskana tocka ima koordinate 7} = (1,—4), druga pa Ty =
(_174>'

15. Izracunaj kot med krivuljama y; = m% iny, = %

Regsitev.

e Kot med krivuljama je kot med pripadajoc¢ima tangentama v pre-

vy

. . _ ki1i—ko
e Uporabimo naslednjo formulo tan ¢ = ks

e Poisc¢imo presecisce krivulj.

L= 25l gl 2 0= (22— 1)(2%+2).

e Ker smo v mnozici realnih §tevil je veljavna regitev: (22 — 1) = 0,
od koder sledi (x — 1)(x 4+ 1) = 0.

e Krivulji se sekata v tockah 1 = 1,2, = —1.

e [zracunajmo najprej kot med krivuljama v tocki x; = 1.

e Smerni koeficient tangente na prvo krivuljo je enak f/'(1) = —2,
smerni koeficient tangente na drugo pa f’(1) = 1.

e Kot med krivuljama je tanp = # =3, ¢ =T71,56°.

+(=2)(1)
e [zracunajmo Se kot med krivuljama v tocki 1 = —1.
e Smerni koeficient tangente na prvo krivuljo je enak f'(—1) = —2-
ﬁ = 2, smerni koeficient tangente na drugo pa f'(—1) = —1.
. . . o 241 o o °
e Kot med krivuljama je tgp = TR = —3, p = 108, 44°.

16



x2—4
244

16. Izra¢unajte, pod koliksnim kotom seka graf funkcije f(x) = absci-

sno os?

Regsitev.

) Poiskati moramo tocke, v katerih graf funkcije seka abscisno os.
o« f@)= B =0, a?—4=0, (t-2)(@+2) =0, & =2, m= 2.
] f (x) = (x2+4 . Smerni koeficient tangente v tocki x; je enak f'(2) =

1, v totki o pa f'(—2) = —1.
e Kot med prvo tangento in abscisno osjo je enak:

1
tan p = 11;0 = %,gp = 26, 56°.

e Kot med drugo tangento in abscisno osjo pa:

tanp = % = -1 ¢ =15343".

17. Kolik3en je naklonski kot tangente na graf funkcije f(z) = €** v presei-

S¢u z ordinatno osjo?

Resitev.

e Smerni koeficient tangente je enak f/(0) = 2.

e Naklonski kot tangente je enak: tany = 1+—20 = 2,0 =063,63°.

18. V katerih toc¢kah krivulje y = 2® — 13z ima normala naklonski kot 45°?

Regsitev.

e Naklonski kot normale je enak 45°, torej je naklonski kot tangente
enak 180° — 45° = 135°.

; ; — ki—ko
e Uporabimo sedaj formulo tan ¢ = Ny

tan 135° = —1, —1 = k1,0 = k9. Smerni koeficient tangente je —1.
e Resitev enacbe f/(r) =322 — 3= —1 je 1y = £2.

e T1(2,—14) in T5(—2, 14) sta toc¢ki v katerih ima normala na krivuljo
naklonski kot 45°.
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19. Z uporabo L’Hospitalovega pravila izracunajte limite:

(a)
(b
(c
(d

)
)
)
(e)

Vr+12-4
Vr—4
In(sin 42)
In(sin 2z)
(1—e®)a3

sinz

1imx—>4

hmx—>0

hmx—>0

lim, o (@ + 322)e™2®

lim, .oz’ Inz

Regsitev.

(a)

Ce v ulomek vstavimo x = 4, dobimo nedolocen izraz 3.

Uporabimo sedaj L’Hospitalovo pravilo.

].lm Vae+12—4 hm (\/SL‘+12—4)/
r—4 V-4 r—4 (\/m)/
1
: 2v/z+12 13 2/ x _ Vr—4 0 _
lim, 4 222 = lim,_ 4 2\/T lim,_4 \/T =0.

2V —

IN

Ulomek je oblike =22.

. In(sindz) _ 7. (In(sin4z))’ _ 1. 2cosdz  1: sin 2z
lim, In(sin 2z) ~ limg (In(sin 2x))" limg cos 2z hl'Ilm_>0 sindax
Pox : : : . BH 2cos 2z
Drugi ¢len odvajamo in dobimo: 2 - lim,_,q 25522 ez =2-7=1
Ulomek je oblike %.
. (1—e®)z3® _ q. —a3e 4302322 __
limg sinz limg cos =0.
Ulomek je oblike 2.
: 2\ ,—2x __1; z4322 _ 1; 146z
limy oo (2 + 32%)e™ = limy 00 T = liMy o0 5oon
: (1+62) 6 12 3
hmx—>00 (26275)’ - hmx—)oo de2x T hmx—)oo 2e2x T O
lim, .o —2%Inx
-1 . 2
lim, o —2% Iz = lim, o 2% = lim, 0 £— = lim,_0 % = 0.

18



20. Z uporabo diferenciala ustrezne funkcije priblizno izrac¢unajte vrednosti.

(a) cos50°
(b) V30
(¢) In0,75

Resitev.
Vrednost funkcije blizu kaksne lepe tocke a ocenimo 7 vrednostjo na tan-
genti funkcije skozi tocko (a, f(a)); to je z uporabo formule f(a + h) =

fa) + f(a)h.

(a) o f(z) =cosw,a= 7, h=g.
e f'(x) = —sinz, f() = 0,707, f'(3) = —0,707.

) =
o flath)=f(T+I)= f(50°) ~ 0,707 + (—0,707) % = 0,64,

(b) o f(z)=z,a=36h=—
o fi(z) = lff<36>—6 f(36)
o f(30) ~ 6+ 35(—6) = 4.

(¢c) o f(r)=Inz,a=1h=—-0,25.
o fl(z)=1,f(1)=0,f(1) =
f(0,75) ~0+1-(—0,25) = —0, 25.

21. Zapisite Tayloryev polinom tretje stopnje za funkcijo f v okolici dane
tocke.

Resitev.
Tayloryev polinom n-te stopnje za funkcijo f v okolici dane tocke a:

"(a "(q (n) (g n
Ti(z) = fla) + L9 —a) + 2@ —a)? + ... + @z — a)n.

19



(a) o f'(z) = (42° + 10z — 5)e*, f"(zx) = (82* + 28z)e™, f"'(z) =
(1622 4 72z + 28)¢?
e f(0)=—4, f'(0) = =5, "(0) =0, f"(0) = 28
(v) = =4+ () + 51 (2)* + 5 (2)°
o Ty(x) =—4—5z+ 5 ()

&
~—
I

(b) e f/(x)=cosz, f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosx
e () =Lf(F)=0,f"(3F)=-Lf"(5)=0
o Ty(z) =1+ q(r -5+ 7 (-5 +5@—3)
o Tya) =1 L(a— 5P
(©) o (1) = gy, F(0) = Gk, [ ) = Bt e

o f(1)=0,/(1) =4, f”( ):—12,f’”(1) =80
o Ty(x) = (@ — 1)+ F(r -1+ Fx-1)°
(

o Ti(z) =4(x —1) = 6(x — 1)2 + LV(z — 1)3.

3

1.2 Analiza funkcij

1. Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcij:

Stacionarne toc¢ke funkcije f so resitve enacbe f'(z) = 0. V stacionarni
tocki xq je lokalni maksimum, ¢e je f”(zq) < 0 in lokalni minimum, ¢e je

f”(l‘o) > 0

20



/ _ 32%48z-3 u _ —6x°—24x* 412231622 +182+8
d .f (l’) — (2241)2 >.f (ZL’) - (x2+1)4 .
e Stacionarni tocki: x; = %, Ty = —3.
o f"(3) >0, v tocki 1 je lokalni minimum.

e f7(—=3) <0, v tocki xq je lokalni maksimum.

o f(x) =4x®— 1227 + 8z, f"(x) = 122% — 24z + 8.
e Stacionarni tocki: x1 = 0,29 = 1,23 = 2.

e f"(0) =8 >0, v tocki z1 je lokalni minimum.

e /(1) =—4 <0, v tocki x5 je lokalni maksimum.

e f"(2) =8> 0, v tocki 3 je lokalni minimum.

o f'(x) =3e"—3e%, f"(x) = 3e® — 9e37.
e Stacionarna tocka: x; = 0.

e f"(0) = —6 <0, v tocki z7 je lokalni maksimum.

o f'(r) =—2sinz — 2sin2z, f"(x) = —2cosx — 4 cos 2x.
e Stacionarna tocka: z; = 0.

e f7(0) = —6 <0, v tocki z; je lokalni maksimum.

ZEQ — X fES
o fll)=vi—2*—- = ["(z) = %
e Stacionarni tocki: z; = /2, 20 = —V/2.
o f"(v/2) = —4 <0, v tocki z; je lokalni maksimum.
o f"(—V2) =4>0, v tocki zy je lokalni minimum.
o [lo) =N f1(e) = s

e Stacionarna tocka: x; = e.

o f(e)= % < 0, v tocki x;7 je lokalni maksimum.
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2. Poiscite stacionarne tocke, prevoje ter obmocja konveksnosti in konkav-
nosti funkcije.

Resitev.
Funkcija f je konveksna, kjer je f”(z) > 0 in konkavna, kjer je f”(z) < 0.
Prevoji so resitve enacbe f”(z) = 0.

(a)

f(z) = (x —2)*(4x — 2), f"(z) = 122 — 367 + 24.

z

f"(2) = 0 ni ekstrema; f”(3) = 9 lokalni minimum.

Prevoji: f”(z) = 122% — 36x +24 = 0,23 = 2,24 = 1.
Konveksna: f”(z) >0, 1222 —36x+24>0,(x—2)(x—1) >0
(—o00,1) U (2, 00) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(z) <0, 1222 —36z+24 <0,(z—2)(x —1) <0
(1,2) interval konkavnosti.

Stacionarni tocki: 1 = 2,19 =

’ _ —4x?410z—4  rn _ 8x3—30x24+24z+8
f'x) = (22— dz+4)2 > (z) = (22— 4z+4)3

Stacionarni tocki: 1 = 2,19 =
Funkcija v 1 = 2 ni definirana!

1

5

f"(3) = £ lokalni minimum.

Prevoji: f(x) = 82% — 302 + 240+ 8 = 0,23 = 2,14 = —
Konveksna: f”(z) >0, 8x*— 30z% + 24z + 8 > 0,

2(z —2)*(4x +1) > 0: (—1,2) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(z) < 0: (—oco, —1)U(2, 00) interval konkavnosti.

1
1

f'(@) =Tz +1, f"(z) =

1
.
Stacionarna tocka: z; = *

<, lokalni minimum.

Prevoji: f”(x) = = = 0. Prevojev ni
Funkcija je definirana na intervalu (0, 00).

22



e Konveksna: f”(z) >0, 1>0,
(0, 00) interval konveksnosti.

(d) e f'(z)=1-—sinz, f"(r) = —cosz.

e Stacionarne tocke: x; = § + 2k, (k € Z).
f"(5 +2km) = 0, ni lokalnega ekstrema.
Prevoji: f"(r) = —cosz =0, x; = F + km.
Konveksna: f”(z) > 0,—cosz > 0:
(% +2km, 2% + 2km) interval konveksnosti.

Konkavna: f”(z) <0: —cosz <0:
(32 + 2km, 2 + 2km) interval konkavnosti.

3. Za vsako od danih funkcij dolocite:

e Definicijski obmocdje, obnasanje funkcije na robu definicijskega ob-
mocja,

nicle,

ekstreme, intervale naraSc¢anja in padanja,

prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti.

8
[N}

(a T)= 3
) )= 855
(c x:%4+””—;—x2
(d) f(z) =&

8
S
|

W~

—~
—h

8

= =
e

8

A~ N N N N N N~
\_/\_/\_/\_/5/\_/\_/\_/\_/
w
3N
8
I
®
w
8

—~
—

Regsitev.

(a) f(2) = 755
e Dy =R\ {-3,3}.
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e f(z) =0;2% = 0,215 = 0 so nicle funkcije.
° f’(l’) (w—218;2’f//( ) 54;22—1—91)62
f'(x) = 0; 23 = 0 stacionarna tocka.

f7(0) < 0 lokalni maksimum.
e Funkcija naras¢a na intervalu (—oo, 0)
ter pada na intervalu (0, 0o).
o f"(x) =0;542% 4+ 162 = 0, Prevojev ni!
o ['la) > 0,32 > 0
(—o0, —3) U (3, oo)interval konveksnosti.
o f"(x) <0; 5(4;2 I <0
(—3, 3)interval konkavnosti.

(b) f(x) = 3553

° Df =R.

o f(z)= O 6x —6 = 0,21 = 1 je ni¢la funkcije.
T4 —2x— 3 —3x2 -9z

o fi(z) =20 f(a) = B e

f'(x) = 0;29 = 3,23 = —1 stacionarni tocki. f”(3) < 0 lokalni
maksimum. f”(—1) > 0 lokalni minimum.

° f//( ) = 0; 12(9@3(;1;,5(—;_23—)995—',-3) =0,
ry = —2,06,25 = 0,30,z = 4, 75 prevoji.
o f"(x) <0; (—o00,—2.06)U(0.3,4.75)interval konkavnosti.

o f"(x)>0; (—2.06,0.3)U (4.75, 00)interval konveksnosti.

o f(x) =05 + % —a?=0,
T12 = 0,25 = (=1 — V10), 4 = (—1 + v/10) nicle.
o fl(z)=x(z?+2-2),f(x) = 32> + 22 — 2.

f'(x) =0;25 = 0,26 = —2, 27 = 1 stacionarne tocke.
f7(0) < 0 maksimum. f”(—2) > 0 minimum. f”(1) > 0 mini-
mum.

o f/(x)=0;322 42z —2=0,
= (=14 V7),z9 = 3(—1 — V/7) prevoja.
f"(x) < 0;(—1.2,0.6)interval konkavnosti.
f"(z) > 0; (—o0,—1.2) U (0.6, co)interval konveksnosti.
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(d) f(z) ==
o D; =R\ {2,-2}.

3

o flz)= 0; == = 0,123 = 0 nicle.
(I) gc(xgzn ;122 7f//( ) _ Sm(gc —2)12).

fl(x) = 0524 = —2¢/3, 25 = 2\/§ xg7 = 0 stacionarne tocke.
(= 2f) < 0 maksimum.
f"(2v/3) > 0 minimum.
o f'(x) 0 8z(z* +12) = 0,6 = 0 prevoj.
f"(x) < 0; (—o0, 0)interval konkavnosti.
() 0; (0, oo)interval konveksnosti.

\//\II

f‘//

() flx) =3e” — €™

° Df =R.

o f(z) =0;3e" — € =0,z = 22 nicla.

o f'(x)=—=3e"(e*® —1), f"(x) = 3e® — 9e3".
f'(x) = 0; 9 = 0 stacionarna tocka.
f"(0) < 0 maksimum.

o f"(x)=0; 36 963”” =0,16 = —% prevoj.
f(x) < ( oo)interval konkavnosti.
f"(x) > 0; (—o0, —IT)lnterval konveksnosti.

[ ] Df == R
o f(x) =0;3cos2z =0,v =7 + %’T, (k € Z) nicle.
o f'(xr) = —6sin2z, f"(x) = —12cos 2z.
fl(x) =0;—6sin2z =0, x =% (k€ Z) stacionarne tocke.
(0) <0, Zpaw =km maks1mum
f"(0) >0, Zmin = 5 + k7 minimum.
o f"(x) =0; —12cos2x =0,2 =7+ %’T, (k € Z) prevoj
() < 0; (=% + km, § + kn)interval konkavnosti.
(z) > 0; (% + km, 2% + km)interval konveksnosti.

® Df = R.
e f(z)=0;e* " nicle ni!
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o fl(z) = —2e"@D7(x — 1), f'(2) = e~ @2 (422 — 81 + 2)
f'(z) = 0; 2y = 1 stacionarna tocka.
f”(0) < 0 maksimum.

o f"(z) =0;e (=2 (4:52 — 8:c+2) 0,

f"(z) < 0; (1 — ﬁ 1+ \/_)mterval konkavnosti.
f"(x) > 0; (—o0, 1 — i) U1+ *[ oo)interval konveksnosti.

(h) f(z) =2v8—a?
o Dy =[-V8 V8]
o f(2)=0;2v/8—22=0, x, =025 = —2V/2, 23 = 2¢/2 nicle.
o flla) = AL pr(z) =
)

(8—22)2

f'(x) =0; —2\(/9;2_—;? =0, x4 = 2,15 = —2 stacionarni tocki.
f"(2) < 0 maksimum. f”(—2) > 0 minimum.
2z (22 —12
( ) 07 (8(—1‘2)%) =Y,
16 = 0,27 = /12, 25 = —/12 prevoji.
f"(z) < 0;(0,v/8)interval konkavnosti.
f"(z) > 0; (—+/8, 0)interval konveksnosti.

(i) f(z)=2Inx
¢ D;=R >0
o f(x):O':E31nx:O 71 = 1 je ni¢la funkcije.
f'(z —3x21nat+:v  f"(x) = 6xInx + 5x

)
f’(:E) =0; x, = e 3 stacionarna tocka.
#"(e73) < 0 lokalni maksimum.

e Funkcija pada na intervalu (0, e_%)

ter narada na intervalu (e~3, 00).
o f"(x)=0;6xlnx+5r=0, x3= e~ je prevoj!
o f”( ) > 0;6zlnz 4+ 52 >0

(e~ ¢, 00)interval konveksnosti.

e f"(x) <0;6xInz+5xr<0
(0, e~ 8 )interval konkavnosti.
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Slika 1.1: f(a?) )

rJ

Slika 1.2: f(z) = 86

-
E
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Slika 1.4: f(z) = £
2.0
1.5k
1.0f
0.5k

-1.5 -1.0 -0.5
—0.5F

—1.0F

Slika 1.5: f(z) = 3e® — €3

T
kd T3 P n
_2;—
-3F

Slika 1.6: f(x) = 3cos2x
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Slika 1.7: f(z) = e~

15F
10F
5t
-5 5
-5r
- 10 —real part
—~15F ——imaginary part

Slika 1.8: f(z) = 2v/8 — 22

-1.0

wo

—real part
— Imaginary part

Slika 1.9: f(z) = 2®Inx
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1.3 Optimizacijske naloge

1. Poisc¢ite najvecjo in najmanjSo vrednost funkcije f na danem intervalu:

= 2 [-2,3]

3 —4x? 44>

Regsitev.

Odvedljiva funkcija na danem (zaprtem) intervalu doseze najveéjo in
najmanjso vrednost bodisi znotraj intervala v stacionarni tocki bodisi v
krajisc¢ih intervala. Postopek iskanja najvecje in najmanjse vrednosti:

e Poiscemo stacionarne tocke znotraj intervala.
e Izracunamo funkcijske vrednosti v teh stacionarnih tockah.

.....

e Med izra¢unanimi funkcijskimi vrednostmi izberemo najvecjo ( fynaz)
in najmanjso (fiin)-

() o fla) =
e Stacionarna totka: —z* + 322 = 0,2, = 0.
o £(0)=—1f(-2) = —3.£(3) = —%.

i fmax = f(_2) - _%afmzn - f(3) - _g

(b) e fl(x)=xz2nz+1).
e Stacionarna toc¢ka: x(2lnz +1) =0,z = 0,29 =
o J(0) =0, f(&) =~ (2) = 2,76, f(6) = 64,50.
b fmaw = f(6) = 647 507 fmm = f(ﬁ) = _2_15'

o
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(c) o f/(xr)=1—sinuz.
e Stacionarna tocka: 1 —sinz = 0,2, = § + 2k.
o f(5+2km)=5+2km kcZ, f(0)=1,f(r)=n—1
® fia: ne obstaja, fr, = f(0) = 1.

(d) o fl(z) =" (2 - 2x).
e Stacionarna tocka: 6295_9”2(2 —2x)=0,27 = 1.
o f(I)=e f(=3)=e1 f(2)=1
® frae = f(1) =€ frnin = f(=3) = e 1,

(e) o fi(z)= \/1;7_1
e Stacionarna toc¢ka: z = 0, vendar funkcija ni definirana v tej
tocki, zato nimamo stacionarnih tock.

o f(5) =24, f(10) = V99.
i fmax = f(l()) = \/ggafmm - f(5) - \/54

2. Dolodi stevilo tako, da bo vsota tega Stevila in njegovega kvadrata naj-
manjsa.

Regsitev.

e Iskano Stevilo oznacé¢imo z a.

Zapisimo funkcijo f(a) = a + a?.
e [5¢emo najmanjSo vrednost (globalni minimum) funkcije f(a) =

a + a? na celi realni osi: f'(a) =1+ 2a.

Stacionarna totka: f'(a) =1+2a=0,a = —3.

o Vtocki zg =a= —% je globalni minimum funkcije f.
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3. Imamo 100 m zi¢ne ograje. Z njo nameravamo omejiti pravokotno ze-
mljisce, ki naj na eni strani meji na ze obstoje¢ raven zid. Koliko lahko
najve¢ znaSa povrsina zemljisca?

Resitev.

Plos¢ina pravokotnega zemljis¢a je p = a - b.
Obseg pravokotnika brez ene stranice je o = 2a + b = 100
Zapisimo funkcijo p(a) = a-b = a - (100 — 2a) = 100a — 2a>.

[8¢emo najvecjo vrednost (globalni maximum) funkcije p(a) = 100a—
2a?, p'(a) =100 — 4a

Stacionarna tocka: f’(a) =100 —4a = 0,a = 25m, b = 50m

Povrsina (oz. plo§¢ina) zemljisca je enaka a - b = 3750m?.

4. V pravokotnem trikotniku je zveza med katetama z in y, y + 3x = 6.
Koliko morata znasati kateti, da bo hipotenuza z najmanjsa?

Resitev.

Ker imamo pravokotni trikotnik je zveza med katetama in hipote-
nuzo enaka 2?2 = z2 + 32

Uporabimo zvezo med katetama ter izrazimo y kateto. Velja: y =
6 — 3.

Zapigimo funkcijo z(x) = /22 + (6 — 3z)2.

[3¢emo najmanjSo vrednost (globalni minimum) funkcije z(xz) =

VI + (6 — 3z)%

Z/(ZL’) _ 10z—18 )
v/ (1022 —362+36)
Stacionarna tocka: 2/(r) = ——2=18 __ — (), 7 = %7 y= g
/(1022 —362+36)
V tocki x = % je globalni minimum.
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5. Kateri pokon¢ni stozec z dano povrSino P = 187 ima najvecjo prostor-

nino.

Regsitev.

Povr§ina pokon¢nega stozca je P = mr? + mrs, kjer je s stranska

viSina stozca.
( 187 —mr? )2

Iz enacbe 187 = mr? + mrs sledi, da je s* = (1=

[zrazimo viSino stozca v s pomocjo polmera r ter stranske viSine s.

Ker je 02 =52 — 2 sledi, da je v = \/(M>2 2

mr

7'("!‘2’0

Prostornina stozca je enaka V = =,

Zapigimo funkcijo V (r) = %WTQ(\/(W)Q —r2).

[§¢emo najvecjo vrednost funkcije V(r) = §7r7’2(\/(18”7_’”2)2 —12).

™r
10872 r—2472y3

Stacionarna tocka: V'(r) = T
3247272 —3672r42

r:\/gzz,lz, s — 26, 5.

6. Kaksne so razseznosti kvadra, pri katerem je dolzina dvakrat daljsa od
Sirine, prostornina meri 400m?, povr§ina pa je minimalna.

Resitev.
e Prostornina kvadra je V =a-b-c= (2b) - b- c = 400m>.
e Povrina kvadra je P = 2ab + 2ac + 2bc = 2(2b)b + 2(2b)c + 2bc.
e Zapisimo funkcijo P(b) = 2(2b)b + 2(2b)(22) + 2b(22).
e [3¢emo najmanjso vrednost (globalni minimum) funkcije P(b) =
2(2b)b + 2(2b) (32) + 2b(22). P'(b) = 8b — 200
e Stacionarna tocka: P'(b) = 86—@ =0,b=5,31m,a =10,62m,c =

7, 1m.
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Poglavje 2

Integral

2.1 Nedoloc¢eni integral

1. Izracunajte nedolocene integrale:

(a) [ (3z*+ 5z —2)dz
) J (@ =2 - ?)ds
(¢) [ (=27 + 4)do
@) [ ()

(e) [(zVa?+ Z)dx
() [ &t

(8) [ z=gamgde

(h) [ Lodx

() [az=samgy

() JVaya(l—3)de
(k) [tan’zdx

U Re=r
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Regsitev.
(a) [ (3z* + b2 —2)dx = [3a'de + [badr + [ —2dx = 3 [2'dx +
5fzdz—2fdz:%x5+gz2—2z+0.

b) [(z—=2)3—ade = [(Bx—2*—6+22%)dx = 3 [ xdx — [ 2*dx —
6 [dr+2 [a?de = 32® — Lot — 62 + 32% 4 C.

() J(=2V/a +4)dr = =2 [ whdo +4 [ dv = —2307 + 42+ C.

(d) [(2=32)dy = [(2 - 30)gy = [(22% — 3)dz = Ja* — 32 + C.

x x

(e) é(az23/ﬁ+ 2)dx = f(:z2x%+2:v_4)dx = f(;):%+2;g Ydr = 2z S 4 2404

(f)fm+1d fﬂc—i—ldx

2t x(z+1)
Pomagajmo si z parcialnimi ulomki.

2241 _é_'_ B
z(z+1l) = (z+1)"
Enatbo pomnozimo 7z x(z + 1).

P +1=A-(z+1)+B-z;2°+1=(A+ B)z + A.
Kerje A+ B=01in A =1 velja, daJeA—linB— —1.

Integral lahko sedaj zapiSemo kot [ xxi}

[ide— [ wmdr =z —In(z+1)+C.

(g) fxz 5e—1dr = f (:c+1)1(:v—4)dx'
1

Pomagajmo si z parcialnimi ulomki. crsy =i (:c+1) + (x 5

Enac¢bo pomnozimo z (z + 1)(z — 4).
1=Ax—-4)+B(xz+1);1=(A+ B)x+ (B —4A).
Kerje A+ B=0in B—4A =1 velja,daje A=—1in B =1.

_ (=4
¢ = (z+1)"

(h) [ Zgde = [#22de = [(55+ 25)de = [dao + 3 [ Glgyde =
r+3In(z —3)+C.

(1)f43z_34zd$—f(43:f_33fc)dx:4f3z _3] dflf—4fd$—
3/ (4)de =4z -3




() [Vavz(l—2)de = [xi(1 — Hdx = [(x3% — z=3)de = %:)3% —
%x% + C.

(k) ftanzxdx = f 3222:;@7 - 1cocsozsmx = f coszde - fgg;;dz -
tanz — x + C.

(1) 114:32252; dx f 1+§Z§22:;+1 = f 1+cos2mdx +3 fdx =3 3 tana +

—:c—i—C

2. 7 uvedbo nove neznanke izracunajte nedoloc¢ene integrale:

(a) [ (bx — 3)%dx
() [ 55

() [ o=

(d) [e™*dx

(e) [ava?+ 3dx
() [ itemda

(g) [tanzdx

(h) [ e

) [ spzde

(j) [sin(2z — 1)dx
(k) fxe2x2+3dx

(1) [2xsin(z? + 3)dz
(m) [ *tde

(n) [oqy

(o) J (x+1(§g(cx—2)

(p) f:v2+d5mx+6

Resitev.
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(a) Nova neznanka je t = 51’ — 3, dt = bdx. Torej je [ (5x — 3)%dx =
T [8dt = £t +C = - (5 —3)? + C.

(b) Nova neznanka je ¢t = 3x+2, dt = 3dx. Iz tega sledi
1% =1lnt+C=1ln(3z+2)+C.

1
3m+2 3ft

(¢) Nova neznanka je t = 2x — 3, dt = 2dz. Potem je [
=1 2 2
sJq=g tedt=73ts +C =302z -3)s +C.

dx _
V2s—3
(d) Nova neznanka jet =Tz —4, dt = 7dx. Potem je [e™ *dz =

T [eldt =1et+C =1 4 C.

(e) Novaneznanka jet = 2?+3, dt = 2zdx. 1z tegasledi [ (:c\/ 2?4 3)dr =
[avil = L[ \idt =1L [trdt = 15 + C = Lz +3) + C.

(f) Nova neznanka je t = €**, dt = 2¢**dx . 17 tega sledi fj; S =
2/ litg dt = L arctant + C = L arctan(e®”) + C.

(g) Novaneznanka jet = cosz, dt = —sinzdz. Iz tegasledi [ tanzdz =
[ty = [sine_dt — _ [lgt— —Int+ C = —In(cosz) + C.

(h) Nova neznanka je t = cos, dt = — sin zdx. Potem je Silnﬁf —dr =

2 11 241 1

— [ iEadt = — [EHdt = —([ Sdt — [ Giydt) = —([dt -
[ #=dt) = —(t —arctant) + C'= —cosx + arctan(cos x) +C.

(i) Nova neznanka je t =Inz, dt = . Potem je [ ——dz = [ Lazdt =
[idt =Int+C =1In(lnz) + C.

(j) Nova neznanka je t = 2z —1, dt = 2dx. Potem je [sin(2z — 1)dz =
[sin(t)% = —1cost+C = —1cos(2z — 1) + C.

(k) Nova neznanka je t = 2$ + 3, dt = 4zdx. Potem je [ e +3dy =
Jaed =1 [eldt = Le' + C = 12x+3+C’

(1) Nova neznanka je t = 2?+3, dt = 2zdz. Potem je [ 2zsin(z? + 3)dx =
[2zsintd = [sint = —cost + C = —cos(z* + 3) + C.
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(m) Nova neznanka je t = Inx, dt = d?x. Potem je fl%xdgp = fm;ﬂ —
ftdt t2 + C = lnx + C.

(n) Nova neznanka je t = Inz, dt = £, Potem je fln Ly = ft?’mdt -
13 — 1t _t _lnm
zftdt—zz+0—1—6+0— o +C.

(o) Najprej zapigimo ulomek
1 A +L

m kot vsoto dveh ulomkov, torej
GINGE=Y) = o4l . Pomnozimo enakost z izrazom (x+1)(z—2).
Potem je 1 = A(:c — 2) + B(x + 1), iz ¢esar sledi A+ B = 0 in
—2A+B=1 A=—3 B=
Iz tega sledi fm = % ;ﬂfl 4+ 1 f d:c — %ln(x +1) +
sin(z —2)+C = 3In(22) + C.
A

e . . . 1 . B }
(p) Kot v prejSnjem primeru zapiSemo ——p = 25 + 5. Ko po

mnoZimo zapisano enakost z izrazom z* + 5z + 6, je 1 = A(z+2) +
B(x+3). Torej je A+ B=01in 2A+ 3B = 1. ReSitev tega sistema
jeB=1in A= —1. Iztegasledi dajefm fx+3—|—fx+2—
—In(z+3)+In(z+2)+C =23+ C.

3. Z metodo per partes izracunajte nedolocene integrale:
(a
(b
(c (x +2) cos Bx)d:c

) J(
) J(
) J(
(d) [(sinz(3 —x))dx
) J(
) J(In(
) J(

(52 + 7)ed+2)dx

1.2 2x dl’

e* - sin x)dx
f

In(—

(e 2x
(
(g (22 + ) (x))dx

Resitev. Integriranje po delih (metoda perpartes):

/udv:uv—/vdu
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(a)

Vpeljemo u = 5z + 7 in dv = e3**2dz. Potem je du = 5dx in
v = 22 Iz tega sledi [(5z + 7)e¥P2de = 3(50 + T)e*™ 2 —
[ 232 dr = £ (5x + 7)e¥H? — 232 4 O

Vpeljemo u = 2% in dv = €**dz. Potem je du = 2zdx ter [dv =
[ e**dz in od tod v = 2e2*. Torej je [a?-e**dx = 2*-1e* — [ we® da.
Ponovno uporabimo integriranje po delih. Vpeljemo u = x in dv =

e?*dx. Potem je fxezxdx = zie® — [Le*dr = xie® — 1e* + C.

2¢
Koné¢na resitev je 22 - ; _ 1 e + 1€2x +C.

Uvedemo u = x 4+ 2 in dv = cos 3xzdx ter izracunamo du = dz, v =
$sin3z. Potem je [(z+2)cos3z = (v +2)5sin 3z — [ 3 sin3wdr =
(z +2)%sin3z + § cos 3z + C.

Uvedemo u = €?*, dv = sin zdzx in izratunamo du = 2e**dx ter v =
—cosz. Iz tega sled1 [ e** sinwdr = —e** cosx+2 [ e** cosxdr+C.
Integral fezx cos xdx sedaj ponovno zapiSemo s pomoc¢jo perpar-
tesa.

[ e cosazdr = e* sinz —2 [ e** sin z. Konden integral je tako enak
[ e* sinxde = —e** cosx + 2e**sinz — 4 [e** sinx + C.

Sedaj uvedemo namesto [ € sin zdx novo neznanko u. Od tod do-

bimo u = —e** cosx + 2e**sinz — 4du + C.

2z 2z o3
—e“T cosx+2e“* sinx
= +C

u =

Uvedemo u = 3 — z, dv = sinxdz in izra¢unamo du = dx ter v =
—cosz. Iz tegasledi [(3—x)sinzde = —(3—x)cosx+ [ coszdx =
—(3—x)cosz +sinz + C.

Uvedemo u = In(—3z), dv = dz in izratunamo du = £, v = z.

Potem je [In(—3z)dz = xIn(—3z) — [ 22 = zIn(-3z) — [dz =
rin(=3z) —x+ C.

Uvedemo u = Inz, dv = (2* + z)dz in izratunamo du = % ter
3 2 3

v =% 42 Potem je [(2® +2) In(z)dr = (5 + %) —
x3 z2 z3 z? z? z z? a?
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4. Izracunajte nedolocene integrale:

() J e

(c) [ &5pde

(d) f CO:éxd:L,

(e) [In*(27)dx

Resitev.

(a) Stevec zapisemo nekoliko drugace sin®rz = (sin?z) - (sinz) =

(1 — cos?z) - (sinz). Integral [ 3272z zapigemo kot razliko dveh

integralov [ 2t dy — [ S8 dx. Uvedemo novo neznanko ¢ = cos x,

COS
dr =
Sln fE

Potem je f Csmf dx = —f t4 Podobno f ngsxmdx Re-
zultat je tako enak t13 + % =

+C.

(cos x)3 cos

Integral [ 202 dy zapigemo nekoliko drugace [In(z + 2)z~2da.
Sedaj uporabimo integriranje po delih. In(z+2) = u, 2 2dr = dv.

i hl(;c—jz)dx = 1“(“2 + [ o) (96+2 dx. Za izracun drugega integrala
si pomagamo S par('lalnlml ulomki m = = + x—+2 Od tod

In x+2
sledi f x( —ydr = 2f___f Gz Rezultat je enak S ( )dy =
—e %f% ~ 3o = —2EE ¢ Slne — S ln(e + 2) +C.

xT

Stevec zapisemo nekoliko drugace: e* —1 = e*+1—2.. Od tod velja
f e””—i-}dx - f eej—}-12dx - f Zii}dl’ - 2f ex—l—ldx =1- 2f ex{l-ldx
Drugi integral resimo tako, da uvedemo novo neznanko ¢ = e* +
1, dt = e*dx. Temu sledi [ —sde = [ mdt. Sedaj uporabimo
parcialne ulomke [ md =— %dt+f ﬁdt. Rezultat drugega
integrala je enak —Int+1In(t — 1) +C = —In(e” + 1) + In(e”) + C.

Koncen rezultat je enak [ z+ida: =14+2In(e*+1)—2In(e”))+C.

Stevec in imenovalec pomnozimo s cos z. Dobljeni integral f dx

2
COSs
zapiSemo nekoliko drugace [ —2%

1—sin®
t =sinz, dt = cosxzdz. Dobljeni integral [ =7 razpisemo s po-

modjo parcialnih ulomkov kot § [ 17 + 5 [ 745. Po uvedbi novih

dz. Uvedemo novo neznanko
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neznank dobimo 5 ( n(t+1)—In(t —1)) + C. Kon¢na resitev je tako
enaka —ln(“‘l) + C _ % (Sln:v+1) Lo

sinz—1

(e) Uporabimo integriranje po delih. u = In*(2z), dv = dz. Od
tod sledi du = 2In(2z)5-2dz, v = z. Integral sedaj zapiSemo
kot [In*(2z)dx = xIn*(2z) — [(z - (2In(2z)£2))dz = zIn*(2z) —

2([In(2z)dx). Za izratun drugega integrala ponovno uporabimo in-

tegriranje po delih. v = In(2x), du = %, dv = dx, v = x. Koncen

rezultat je enak [In*(2z)dz = xIn*(27) — 2(zIn(22) — [dx) + C =
x1n?(2x) — 22 1n(22) + 2z + C.

2.2 Doloceni integral

1. Izracunajte dolocene integrale.

0 (:)3 +2)(x — 3)dx
[ (e” + 72 + sinz)dz
ff(% +x — 2)dz

Regsitev.

le 3z —4d:c—3f1 2da:—4f dv = 23?2, —4z|*, = (8 —
(=1)) —4((2) - (= 1))—9—12——3

f03x+2 a:—3da:—f0 2 —x—6)dr =& —Z — 6]} = ((9 -
0 18)—0)=9— %18 =—13,5.
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) fol(em + 723 + sinx)dr = (e* + 7%4:)5 —cosz)|§ = (e+ I —cosl) —

(1+0-1)=(e+ % —cosl).

f13 fz +x — 2)dx = f13(x%2 + 2 —2)dr = (3$% + 502_2 —2r)f} =
(3:35+2-6)—(3+1-2) =35 -3.

(e) fOWSiIIZEdZE = —cosz|f =—cosm—(—cos0)=1+1=2.

() fog cos zdz = sinz|f = sinf —sin0=1-0=1.

2. 7 uvedbo nove neznanke izracunajte doloc¢ene integrale.

(©) " )

e2r—1
iy

fle sin(lnm)dx

f fole”_?’dz

(g fog(cos:)s sin® z)dw
Ny
Resitev.

(a) V doloceni integral vpeljemo novo neznanko t = x + 1, dt = dx.
Meji za neznanko t sta:

e spodnja meja: ko jex =0 jet = 1.
e zgornja meja: ko jex =1jet = 2.

Od tod sledi fo Vo + ldr = fl Vidt = % (V8 —1).

. L2
(b) Vpeljemo novo neznanko t = x%+4, dt = 2zdz. Potem je f_l(m)dx =
8 & 8
sl L P ldt=1Int]f =1(In8 —In5).
(¢) Vpeljemo novo neznanko t = e*, dt = e*dx. Potem je fo 5211 )dr =

3
fl 2

Lrde = 1o (5317 = 3(n (54 = n0 = 3(In (22).
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(d) Vpeljemo novo neznanko ¢ = Inx, dt = 1dxz. Potem je fﬂ %xnx)dzv =

oww = [y sintdt = —cost|y = (—cosm) — (—cos0) =141 =

2.

(¢) Vpeljemo novo neznanko ¢ = 2z + 1, dt = 2dz. Potem je ['(2z +
3 6
e = [P (0°de =G} = (3) — (5) = .

(f) Vpeljemo novo neznanko t = 7x—3, dt = 7dx. Potem je fol e 3dr =
[y ettt = Beffty = 1ot — o),

(g) Vpeljemo novo neznanko t = sin x, dt = cos zdx. Potem je fog cosz - sin® xdw =

1 d 1 3 1 1
fO Cosx.t2costx = fO t2 = %|(1] = (3 _0) = 3"

(h) Vpeljemo novo neznanko ¢ = Inz, dt = 2. Potem je [ lnimdat =

142, 1 3
fo % :fo t*dt = %‘(1): (%)_ (g) - %

3. 7Z metodo per partes izracunajte dolocene integrale.

Resitev. Integriranje po delih:

b b
/ udv = uv|’ — / vdu.
a a

(a) Vpeljemo u = 2z + 3 in dv = e"dzx. Potem je du = 2dx in
v = e Sledi f_ll(Qx + 3)etdr = (2x + 3)e*|t, — f_ll e”2dr =
(5el) —(e7') —2e”|L, =b5e — (e7') —2(e —e7!) =3e+ el

dx

(b) Uvedemo u = Inxz, dv = dv. Potem je du = % in v = . Sledi
2 [[Inzde =2(xnz|{ — [[dr) =2(e—z[{) =2(e— (e — 1)) = 2.
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(c)

Uvedemo u = 22, dv = e *dx. Potem je du = 2xdr in v =
—e7®. Sledi f_11x2 ce %y = 2 (—e )|, — f_ll(—e_xQx)d:c =
—x L —x —r 1 .
w?(—e7")|L +2() e Padr) = 2(—e )\11+2( (—e™)Ly+ ), eoda) =
—et+e+2(—ett+e+(—e)|) = —et+e+2—et+e+

(—e7l +¢€)) = —be™! + He.

Uvedemo u = z, dv = sin 2x. Sledi du = da: inov = —% cos 2x. Torej
je fog x - sin 2zdr = —x3 cos 2£E|0 fo 1cos2xdr = $sin2z|¢ =
l(_l —1)=-1

4

4. Izracunajte posploSene integrale.

(a)
(b)
(c)
()
(e)

o do
1 =z

8

I 7
(7d$

fl 1+m2;(2+x)
f < e dx

fooo re " dx

[e=]

Resitev.

(a)

(b)

o0 dx -3 .
% = limy e f1 dr = limy_, —

limy oo (— 5 + 1) = L.

0 dr . b dx . b _5 . _3
/i \jl; = limy o0 \}% = limy,oe [} 27 2da = limy_,oo —327 2§ =
llmb_m(— b3 + ) = %
Najprej izracunamo nedoloceni integral f1 de Ulomek
W zapiéemo kot vsoto treh ulomkov, torej m =
_+1+_£B+ . Pomnozimo enakost z izrazom (1 —x)(1+2z)(2+x).

Potem je 1 = (A B—C)2*+ (3A—B)x+ (2A+ 2B+ C), iz Cesar
sledi A — B — 0_0, BA-B=0in2A+2B+C =1 A=4
B = 1 ter C' = —3

od tod sledi [ m = f(ﬁ(ll—m) + 5(1190) - 3(2Lx))dx =+In(1 -
z)+zln(l+z)—sm2+z)+C
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(d) [yTe™ = limy e fob e "dz = limp_ oo (—€ )|} = limy_,oo(—e™? +
1) =1.

(e) Najprej izra¢unajmo integral fxe_m2da7. Vpeljemo novo neznanko
—2% =t in —2zdx = dt. Potem je

1 1 1
/xe‘xzdzv = 3 /etdt = —§et +C = _§e—x2 +C.
7 tega sledi
00 b
/ ze ¥ dx = lim ze ¥ dx
0 b—o0 0
= lim ——e™” \b = lim ——(e‘b2 —1) = 1
b—00 0 b—o0 2 2

(a) flz)=V2+a, I=[-272
(b) f(2) = g7, I = [5.1]
(c) fla)=e*"1, 1=10,2]

(d) f(z)=Inx, I =[1,¢]

(e) f(x) =sin*z, I = 10,7

Resitev. Povpreéna vrednost integrabilne funkcije f na intervalu [a, b]:
= b
T = b [ fa)de

() =15 (VZFa)de = § [*ytadt = (2 + 2)3 2, = §(2+2)2[2, =

(b) f = 2]; sagdr. Uvedemo novo neznanko t = 2% 4 1. fél & —
tn(2224+ 1)) =1In(3) —sIn(3) =1In2.
2

(c) f= %foz e3*~1dz. Uvedemo novo neznanko t = 3z — 1, dt = 3dx.
1
2

= (1) — (he)

46



2.3

1.

(d) f=-L [ Inzdz. Uvedemo u = Inz, dv = dz. Potem je du = dz

1 ! ] L

. =5 [[Inzde = S (znzl{ — [ dz) = a(nz —1)[§ =
L(e—1)+1)=*%

e—

(e) f= %) o sin® zdx = (Tl)—% o cos 2z — ldx = —ﬁ(fo7r cos 2xdxr)—

(
Jy dx) = —ﬁ(% sin2x — z)|5 = (—ﬁ(o —m)+0=3
Uporaba integrala

Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(x) = +/2x + 1 in
g(z)=7—x.

Resitev.

Za pomo¢ si nariSemo graf funkcije ter izracunamo presecisc¢a. Funk-
cijska zapisa enac¢imo v/2xr +1 = 7 — x. Od tod dobimo, da je edina
prava reSitev x = 4. Za izracun plo$cine tako zapiSemo doloceni integral.

[t V2r + Tdx + f47 (7 —2)de = 2 ~ 13,5.

[NIES

. Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(x) = 42 in g(x) =

x2.

Resitev.

f_21 (2+x—2%)dr =2 ~4,5.

N[

. Izratunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 1 + % in

g(x) = 22

Resitev.
SV (10— 2yde = 22 ~ 1,88,

. Izratunajte plo§¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 2% + 2x — 3 in

gx)=x— 1
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Regsitev.
f_12 (2 -2 —2?)dr =

N[O

~4,5.

. Izrac¢unajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(x) = sinz, g(x) =
cos in ordinatno osjo.

Resitev.
JoF (cosz —sinz)dz = V2 — 1~ 0,41.

. Izracunajte plog¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = 22, g(z) = 2°
in ordinatno osjo.

Resitev.

fo (22 — 2?)dx = 9?’?132 ~ 1,66.

. Izrac¢unajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = cosz, g(x) =
2 — |z| in abscisno osjo.

Resitev
fo —x)dzx — fo (cosx)dx) =~ 2.

. Izratunajte ploscino lika, omejenega s funkcijamo f(z) = m2—2 —2x+2,in
tangentama nanjo v tockah z abscisama 1 in 4.

Resitev.
flx)y=2-2
Smerni koeficient tangente na graf funkcije v doloc¢eni tocki je enak pr-
vemu odvodu funkcije v tej tocki.
f/(xl) = ktw f,(1> =—-1= ktw f,(4> =2= th
Enatbi tangent: (y —yo) = ky,(z —x0),(y—3) = —1(z — 1),y = —x + 2
(y yo) = ki, (x —0), (y —2) = 2(x —4),y =22 -6
fo —x)dr — fo cosz)dr) ~ 2
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Slika 2.1: f(x) =2z +1ing(x)=7—2x

T RN W T TR WU Y fs... S NSl TN [N O S [N [ WSS [N WS W W— S

-1 I 1 2

Slika 2.2: f(z) =z + 2 in g(z) = 2?
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05

Slika 2.3: f(z) =1+ 2 in g(z) = 2”

Slika 2.4: f(z)=2*+2r—3ing(x)=x—1
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Slika 2.5: f(z) =sinz, g(z) = cosx in ordinatno osjo

Slika 2.6: f(z) = 2%, g(z) = 2% in ordinatno osjo
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Slika 2.8: f(z) = % — 2z 4+ 2, in tangentama nanjo v tockah z abscisama 1 in
4
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Poglavje 3

Diferencialne enacbe

3.1 Diferencialne enacbe prvega reda

1. Poiscite splosne resitve diferencialne enacbe z loc¢ljivima spremenljiv-
kama:

/:x2+3

— —
> a A o =

_.1
S - VIS
8
I
=)
8

P N

sinz)dy = 2y(cos x)dx

R
ASEEN
\Q@\
]
—~
&
<
+
8
~—

zyy =1 — 22

—
~

tanydx — cot xdy =0

/ y2+1
x241

Yy
(x +2)dy + y*dx =0
vy —y =y’

—~
—

E

—~ o~
—_— — ' v v v v e v v e . — N
—
~—

=
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Regsitev.

(a)

(b)

Ker je % =22 + 3, je dy = (2° + 3)dz in zato [dy = [(2? + 3)dx.
. . 3
Iz tega sledl, dajey =% +3z+C.

Vidimo, da je ?y = & in zato f%y = [%. Potem je Iny =

Inzz +In C, kar pomeni, da je
Iny = InCz:z. Torej je y = Cxz.

dm Vpeljemo novo neznanko
_ [ dt 3
wrapdr = [ = [t7%dt =

+ C. 1z tega sledi, da je resitev diferencialne

Ker]e L(x*+3)° —ijedy—zi%
t = 2%+ 3, dt = 2zdz. Potem je [

(2243)~2
__+C_ T
enacbey:—( B4

Ker je %7 = In’z je dy = %dm. [zra¢unajmo integral | %dm.
Vpeljemo novo neznanko ¢ = Inz, dt = d?x. Torej je fln%da: =
JtPdt = % +C = 1“2“”3 + C. Iz tega sledi, da je resitev diferencialne
enache y = % +C.

Resitev enakosti f W= f (x+5( vy =/ 9(x1Jr5) + 9(_i+4) jelny =
sIn(z +5) — ln(—x + 4) + InC oziroma zapisano drugace y =

c(r_%)%.

—x+4

Ker je 2 = 322(1+y?), je (1+y ;= = 32%dx in zato [ 2 ) = [ 32%dx.
Iz tega sledi, da je tany = 23 +C.

Resitev enakosti —‘;y = f €8%dx. Vpeljemo novo neznanko t =
Y sm:c
sinz, dt = cosxdr in dv = -2 Odtod sledi [ = [ sz _dt_jy
cos T 2y t cosx

%lny =Insinz + In C. Resitev je enaka y = (C'sinx)?.

ydy = 2(zy+x) od tod sledi ydy = 2(xy+z)dz in ydy = 2x(y+1)dz.
Ik dey = [2xdx. Vpeljemo novo neznanko ¢ = y + 1, dt = dy.
[Erdt = [2xdx je [(1—1)dt =2 [adz int —Int =2?+ C.

Ker je % = 2z, je 1dy = 2zdz in zato [1ldy = [2xdz. Iz tega
sledi, da je y = 22 + C.
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(J) zyy = 1—a? sledi y% = = 1‘;’2(1:& Odtod dobimo

v lnx———l—C’lny \/21nx—x2—|—C’.

tanydr — cotzdy = 0 je —cotxdy = —tanydx. Velja Yy =
k d d 0] d dx. Velj tanyd
_ _C
Cotxdm insiny = .
(1) Ker je —g = ggﬁ, je 26?-1 = xgljl in zato [ 2+1dy = fm2+1dx Iz
tega sledi, da je y = 2 + C.
(m) (x+2)dy+y2dx = 0sledi %% = —4% in [% = — [ %5, Odtod

dobimo —5 = lna:—|—2+1nC' iny=—

In

1
c .
x+2

(n) xy —y = y? sledi :de =y + 3. Velja f(ldT /e dz. Integral

f y(l‘iy 5 zapiSemo kot vsoto 1ntegralov f (1+y f dy+f 1+y
Za izracun drugega integrala

Try?
1+ y? in dobimo In(1 + yz)_%. Skupna resitev je

(1+y )z =

2. Poiscite tiste resitve diferencialnih enacb z loc¢ljivima spremenljivkama,
ki zadosc¢ajo danim pogojem:

) y—y'r=2y,y(1) =1

) ye ™ =x+3,y(0) =1
(¢) ¥ =wcos(3z), y(5) =0

)

(d) (222 4+ 1)y — 10zy = 4z, y(0) = 3

Resitev.

(a) Vidimo, da je y'(x + 2) = y in zato d—j = xd—JZ. Iz tega sledi, da je
Iny =In(x 4+ 2) + InC. Torej je y = C(z + 2). Ker je podan pogoj

y(1) =1, je 1 =3C in zato C' = 3. Reitev je y = £(z + 2).
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(b) Ni tezko preveriti, da je y' = (z + 3)e® in zato dy = (v + 3)e**dx.

Z metodo per partes izraéunamo integral [(z + 3)e’*dz. Uvedemo

w=x+3in dv = &* Potem je du = dx in v = £€°. Sledi
[(z+3)e’dr = 1 (:)3+3 — [ierde =1 (x+3)e5z—%e5w+0.
Splosna resitev dlferenmalne enactbe je y = (x4 3)e™ — e + C.
Glede na podan pogoj y(0) = 1jel = ———+C’ oziroma 1 = +C’.
Torej je C' = 3%. Resitev naloge je y = (a: +3)e’ — e’ + %

Ker je [dy = [xcos(3z)dx, bomo [z cos(3z)dx izracunali s po-
modjo perpartesa. Uvedemo u = x, dv = cos(3z) in zato du = dx,
v = %sin(B:v) Torej je f:vcos(?)x)dx = tasin(3z)— [ § sin(3z)de =
sxsin(3z) 4 § cos(3z) + C. Splosna resitev diferencialne enacbe je

y = gzvsin(?)x) + g cos(3z) + C. Ker je dan pogoj y(3) = 0, je

0=z-Z sm( ) + & cos(m) + C oziroma 0 = —¢ + C. Iz tega sledi,
da je C’ +. Regitev naloge je y = 1z sin(3z) + § cos(3z) + 3.

(22 +1) —10zy = 4z, (222 —I—l)dy = 4x+10xy. Velja Z_g = zggﬁy
in f 2+5y =/ 2x22i1da7 Uvedemo novo neznanko t =2+ 5y in je
dt = 5dy in h = 22% 4+ 1 in dh = 4adv. Tako Je = [ & Velja

tnt=1Inh+InC in (2+5y)5 = C(222 + 1),

3. Poiscite splosne resitve linearnih diferencialnih enac¢b prvega reda:

z2
Yy + oy =1zez
Yy +y+20=0

Y +y=22>+3

¥ +y)(1+e") =2
(4 — 2%y + zy =22
3zy’ +y = 623

2y +y=e"
xy’+2(1 —552)y =1

cosxT
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)
)
)
) v - 2ty =
)
)
)

Resitev.
Linerana diferencialna ena¢ba prvega reda je oblike y' + f(z)y = g(z).

(a) ¥ 424 =2a?

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

y'+2g =0
y = 27
x
dy _ _ydr
Y x
/@ P
Y x
lny = —2lhhx+InC

Iny = Inz ?+InC
Iny = InCz?

y = Cz 2
Splogno resitev diferencialne enacbe resimo 7 nastavkom y = C'(z)z 2.
Torej je

C -2
C'(z)x™? =20 (x) > + Qﬂ = 2’
x
17 tega sledi
C'(z) =2°
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in zato

6
C’(x)z/fdxz%—l—l).

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (“%6 + D)x™2.

12
Yy + oy =zez

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+ay = 0
y = -y
d
Yoo _pde
Y
d
L —/:dev
Y
2
Iny = —%—HnC

22

Iny = Ine 2 +InC
22

Iny = InCe™ 2

22

y = Ce 7.

8
ol

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™
Torej je

z? 22 22 22

C'(z)e” 7 —C(z)ze” 7 + C(x)e" 7 = xe7.

Iz tega sledi

z? 22

C'(x)e” 7 =zez
C'(x) = ze®, /C”(m) = /xe:”zd:c.
Po uvedbi nove neznanke t = 22 dobimo

1 -
C(z) = 569” + D.

22

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (%e“’c2 + D)e 7.
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(€) ¥ +y+2r=0

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = —y
d
KA —
Y
d
/_y = —/dx
Y
lny = —x+InC

Iny = Ine"+InC
Iny = InCe™
y = Ce ™.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™".
Torej je

C'(x)e™™ = Clx)e ™ + C(x)e™ = —2u.

17 tega sledi

C'(z)e™® = —2a, / C'(z) = 2 / re®dz.

IzraCunajmo sedaj integral [xe® s pomocjo perpartesa. Z uvedbo
u = x in e*dxr = dv dobimo

C(z) = —2ze” 4+ 2¢° + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (—2ze® + 2e® + D)e™".
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(d) ¥ +y=22+3

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = —y
@ = —dx
Yy
[5 =]
Y
Iny = —x+InC

Iny = Ine*+1InC
Iny = InCe™
y = Ce ™.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C(x)e™".

Torej je
C'(z)e™ — Ox)e™™ + C(x)e™™ = 2%+ 3.
Iz tega sledi

C'(z)e ™ = 22% + 3, /C'/(x) =2 /(2x2 + 3)edu.

Izracunajmo sedaj integral [(2z% + 3)e* s pomocjo perpartesa. Z
uvedbo u = 222 + 3 in e*dx = dv dobimo

C(z) = (22 + 3)e” — 4/xe:”dx + D.
S ponovno uporabo perpartesa dobimo

C(z) = (22° + 3)e” — 4xe” + 4e” + D.
Splosna reSitev diferencialne enacbe je

y = ((22% + 3)e” — 4xe” + 4e” + D)e .
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(e) (W +y)(l+e*)=2

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+y =0
y = —y
dy = —dz
y
/d_y _ —/d:c
y
Iny = —x+InC

Iny = Ine*+1InC
Iny = InCe™
y = Ce”.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e™".
Torej je

2
C'(z)e ™ = C(x)e ™™+ C(x)e™ = o
17 tega sledi
! - __ 2 ! . 26x
C'(x)e ™ = oo C'(z) = T+ e

Z uvedbo nove neznanke ¢t = 1 + ¢* dobimo
C(z) =In(1+€")? + D.

Splogna resitev diferencialne enac¢hbe je y = (In(1 + €*)? + D)e™".
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() (4—a2)y +ay =20

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

, x
— " Y = 0
v (=2
T
dy x
Yy - 12"

dy x
/? - _/4—:c2dx

4—g? = t, —2xdr=dt

oo 1 fd
y 2 t
1
Iny = §ln(4—x2)+ln0

Iny = 1n(4—x2)%—|—1n0
Iny = 1nC(4—x2)%
y = C’(4—a:2)%.

[SIES

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(z)(4 — 2%)2.
Torej je

(NI

C'@)d — )} + Cla)g (4 — )3 (~2m) + Cla)ald — o)

7 tega sledi

_ ﬁ C'(x) = 20(4 — 22)°5.

N
Nl

C'(x)(4 - 2%)

7 uvedbo nove neznanke t = 4 — x> dobimo

C(z) =2(4—2%)"2 + D.

N

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (2(4—22)"2+D)(4 — 22)2.
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(g) 32y’ +y = 623

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

oYy
y+(g) =0
P _Y
4 3w
dy _ _dw
y 3z
dy _ 1 [de
y 3 x
1
Iny = —glnx+lnC

Iny = Inz™% +InC
lny = InCz~3
y = Cr73.

W=

Splosno resitev diferencialne enacbe re§imo z nastavkom y = C'(x)x
Torej je

ol

C'(x)a"s — %C’(az)x% + %C’(m)x = 27%

Iz tega sledi

W~

C'(x)z"3 =222, C'(z) =2

in zato 3
C(z) = 5x§ + D.

=

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (%:B% + D)z 5.
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(h) 2y +y=e"

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

/ Y
Z) =0
y+Q)
Y
,— —_—
YT
dy d_x
y 2
dy 1
— = ——[d
Y 2/ !
1
Iny = —§x+lnC

Iny = Ine 2* +InC
Iny = InCe 2"
y = Ce 27,

e : . y e —1
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)e™ 2",
Torej je

C'la)e™s* =, C'la) = 5¢%
in zato
1 s
C(QE) = ge 2 4 D

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (%e% + D)e 2",
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(i) a2y +2(1 —2*)y =1

Enacbo preoblikujemo in dobimo 3" + z(%ﬂ)y = i

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

2(1 — 22
x
2(1 — 22
P (S
x
dy (=24 22%)dx
y x
1
@ = /—Q—dx + /2xdm
Y x
Iny = —2lnz+2>+InC
Iny = Inz?+1In " +1nC
Iny = In Cz 2"
y = Cz 2.

~ o 3 . v v _ 2
Splogno resitev diferencialne enacbe resimo 7 nastavkom y = C'(z)z 2" .

Torej je

=D e @aey -

Cl(w)a~2e” + ) (€72 + e (-207%)) + = — =

Iz tega sledi

)2 = L (@) = pe

T
in zato

1 _ >
C(z) = —56_“’” + D.

Splosna regitev diferencialne enacbe je y = (—%e‘m2 + D)z 2"
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1
cos x

(j) v +ytanz =

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y +ytanz = 0

/

Yy = —ytanz
@ = —tanx
Y
@ = —/tanxd:c
Y
Iny = —(—In(cosz))+InC

Iny = In(cosz) +InC
y = Ccosuz.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x) cos .
Torej je

sin x 1

] _ .
C'(x)cosx — sinxC(x) + C(x) cosT—— "

Iz tega sledi

1 ) = 1

COS T cos? x

C'(z) cosz =

in zato

C(z) =tanz + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (tanx + D) cos z.
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(k) z¢/ +y=2a2’Inz
Enacbo preoblikujemo in dobimo 3 + £ = rlnz.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y+24 =0
x
’ )
y = -2
x
dy _ _dw
y x
/@ _ [
y x
Iny = —lnz+InC
Iny = lng
x
C
y = —.
x

. o . . . .- C
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = Sﬂ).

Torej je
C'(x)

T

—C(x)r 2+ C(x)r? = zhnz.

Iz tega sledi

in zato

C(x):%lnx—%jLD.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (—3 Inx —% 4+ D)=,
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)z +zy=1—1y

Enacbo preoblikujemo in dobimo 1 + ITH L

Y=z

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

1
y'+x+ y = 0
x
, r+1
y = - Yy
x
d
ay —I+1dx
Yy x
d
dy _ _/:1:+1dx
Yy x
1
Iny = —(/dm+/—dm)+ln6’
x
lny = —z—Inhx+InC
y = C’6 )
x

e*l‘

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(x)
Torej je

T "

in zato

C(z) =¢"+ D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (e + D) e;z.
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(m) 2% +a2y+1=0

Po ureditvi dobimo y' 4% = —x—12 Resitev homogenega dela diferen-
cialne enacbe je:

y+24 =0
x
’ )
y = -2
x
dy _ ds
y x
/@ _ [
y x
Iny = —lnz+InC
Iny = lng
x
C
y = —.
x

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = CS).

Torej je

C'(x) _ C(x) 1
. +C(z)(—272) + 5= T
Iz tega sledi
Cw 1
r a2

in zato

C(x) =—1Inz+ D.

Splosna regitev diferencialne enacbe je y = (—Inz + D).
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/ 20+1,, _ 2z+41
(n) y - x2+xy - :1,‘2+SC

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

, 2x+1

=0
A
, 2x+1
B x2+:cy
dy 20 +1
Y T+ T
/dy /2:17+1
— = 5 dz
Y r°+x
v’ +r=t, (2z 4+ 1)dz = dt,
oy — /2:17+1 dt
Voo t 2x+1

Iny = Int+InC
Iny = In(2®+2)C
y = (2 +1)C.

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom

y = O(x)(z* + ).
Torej je

@) + )+ Car 1) - SRV 2D 2ne ]

7 tega sledi

20 41 9
in zato ] ]
C(x) :/t—zdt, C() = ————+D

Splosna regitev diferencialne enacbe je y = (=== + D)(2” + ).
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(0) 2y +y=Inz+1

Inz+1

Enacbo preoblikujemo in dobimo y' 4 £ = =%

Resitev homogenega dela diferencialne enache je:

y+2 =0
x
ro_ Y
y = -2
x
@y _ _de
y x
dy _ _ [dv
y x
Iny = —lnz+InC
Iny = lng
x
C
y = —.
x

Splosno resitev diferencialne enacbe res§imo z nastavkom y = C;x).
Torej je
C'(z) Czx) C(x) Inz+1
— 3 T3 T :
x x x x
17 tega sledi
C'(z) =Inz+1

in zato

C(I):/lnl’dI—l-/d:lf, C(z) =xzlnz+ D.

zlnx+D

SploSna resitev diferencialne enacbe je y = #2=
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2

(p) ¥ +2xy =€

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

y +2xy = 0
y = 2wy
@ = —2xdx
Y
/@ = —2/:cd:c
Y
lny = —2?4+InC
Iny = Ine v
y = Ce ™.

~ i 3 . v w0 _ 2
Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)e™"".

Torej je
C'(z)e™™ — 220 (z)e™ +22C(x)e™ = .

Iz tega sledi
C'(z)=1
in zato

C(z) =x+ D.

Splogna resitev diferencialne enacbe je y = (x + D)e™*".
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(q) 2y +2y = 2?

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je:

2y

y+— =0
x
/ 2y
y _—
x
dy —2dx
Y x
/@ o [
Y x
Iny —2Inzx+InC
Iny Inz 2 +InC
Y Cx2.

Splogno resitev diferencialne enacbe re§imo z nastavkom y = C'(z)z ™2
Torej je

C'(z)z™? —2273C(2) +227°C(z) = 2°

Iz tega sledi

in zato

C@:%+D

Splosna resitev diferencialne enacbe je y = (% + D)z 2.
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4. Poiscite splosne resitve Bernoullijevih diferencialnih enacb:

(a) ¥ +y =1y

(b) 2y +y = —zy?

(d) ¥ +ay =2y

2
3

(e) ¥ +y=umy

W=

(f) 2y + 3= =3y

zlnx
(8) 32y +y+ay* =0

(h) zdy = (2?y + 2?y3)dz

Resitev.

Bernoullijeva diferencialna enac¢ba je oblike y' + f(z)y = g(x)y

(a) ¥ +y =1y

Uvedemo novo neznanko z = y!=".

Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 2.

Nova neznanka je enaka z = y 1.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —1y~%y/.
Prvotno enacbo delimo z y? in dobimo ;’—; + i = 1.
Zamanjava z novo neznanko nam da —z' + z = 1.

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna ena¢ba enaka:
/
2 —z=—1
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Resitev homogenega dela linearne diferencialne enacbe je:

-z =0
Z = z
d
@ 1ldx
z

d

/_z = /1d:v
z

Inz = z+InC

Inz = InCe”

z = (e

Splogno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)e”.

Torej je
C'(z)e” + C(x)e” — C(x)e” = —1.

17 tega sledi

C'(z)=—e"

—r=1t, dr=—dt

in zato

Clr)=¢e"+D
oziroma

Clx)=e¢"4+D

Splosna resitev diferencialne enacbe je z; = (e7* + D)e”

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = i

Kon¢na regitev je tako y = m.

(b) zy' +y = —ay?

Enacbo preoblikujemo y' + % = —y2.

Uvedemo novo neznanko z = y!=".
Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 2.

)



1 1

Nova neznanka je enaka z =y~ oziroma z = T

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —1y~2y’.
Prvotno enac¢bo delimo z y? in dobimo ;’—; + m—ly = —1.
Po zamanjavi z novo neznanko dobimo —z' + 2z = —1.

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-
vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka
J—L1r=1.

x

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enache je:

, 1
Zz——=z =0
x
z
7= =
T
dz dx
z T

[E
z T
Inz = lnz+InC

Inz = InCxz

z = (Cu.

Splosno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(x)z.
Torej je

C'(z)x+ C(x) — C(;B)x = 1L
Iz tega sledi
1
/ —
C'(x) = .
in zato
C(z) =Inx + D.

Splosna resitev diferencialne enacbe je z; = (Inx + D)x.

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = i

Koncna resitev je tako y = m-
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Ena¢bo preoblikujemo y' — £ = 2y~ 1.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

[z podane enacbe je razvidno, da je n = —1.
Nova neznanka je enaka z = y2.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2z = 2yy/.

. —1 - . / 2
Prvotno ena¢bo delimo z y~! in dobimo % - L = %
1. z 1
2% Tz T2

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo

vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialne enacba enaka

2 =2y =1.
X

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enache je:
2

==z =0

T

2
S o= =

T
& _ s
z T
& _ o, [ds
z T
Inz = 2lnz+InC
Inz = InCz?
2 = COx?

Splogno resitev diferencialne enacbe resimo z nastavkom y = C'(z)z?%.

Torej je

C'(x)x* + 2C(x) — %x)xz = 1.
17 tega sledi
)=
in zato
C(z) = -t D



Splosna regitev diferencialne enacbe je z, = (=1 + D)a?

Sedaj upostevajmo e uvedbo nove neznanke z = 2.

Konéna refitev je tako y = /(=2 + D)a?.

Y +ay =2y

Enacbo preoblikujemo ' + zy = xy%.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

Iz podane enacbe je razvidno, da je n = %
. 1

Nova neznanka je enaka z = yz.

Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = Y

1
2 y% :
. . 1. . /
Prvotno enacbo delimo z y2 in dobimo 4 4+ x4 = .
y2 Y2
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 22" + zz = .
Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-
vega reda. Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacbha enaka

/ T, _ T
Z+2Z—2.

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

z/+gz =0
S =
2
de __wdw
z 2
d 1
@ ——/xdx
z 2
2
T
| = ——+InC
nz 1 + In
xz
Inz = InCe 7
xz
z Ce 4
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»

x

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom y = C'(x)e” 1.
Torej je

C'(x)e T + Ca)e T (-2) — Cla)e T(-2) = =
2 2 2
Iz tega sledi
2 T
C'(x) =e7(3)
2
2
x
t=—, dt==d
1 2"
in zato
C(x) = /etdt
in ,
Clz)=e7® +D
Splogna resitev diferencialne enacbe je z5 = (e§ + D)e_é

=

Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = yz.

Kon¢na resitev je tako y = ((e7 + D)e™ 1)

2
3

Yy 4y =xy

Uvedemo novo neznanko z = y!=".

[z podane enacbe je razvidno, da je n = %
. 1

Nova neznanka je enaka z = y5.
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2’ =

. . 2 . . '
Prvotno enac¢bo delimo z y3 in dobimo ¥ +
3

y
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo 3z’ + z = x

Dobljena diferencialna enac¢ba je linearna diferencialna ena¢ba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enac¢bha enaka z’+%z = 3.
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Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

'+1z 0
A — =
3
z
/ f— _—
T3
dz B dx
z 3
dz 1
= - —— |4
z 3/ *
1
Inz = —gx—l—lnC
Inz = InCe 3
z Ce %

_z
3.

Splosno resitev diferencialne enac¢be resimo z nastavkom z = C'(x)e
Torej je

()3 —i—C'(x)e_%(—%) FOeEG) = 5
7 tega sledi
C'(2) = (3)e8

in zato

ter

w8

Splogna resitev diferencialne enacbe je z, = (zes — 3es + D)e™s.
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = y%.

Splogna reditev je tako y = (x — 3 + De™3)>,
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Wi

(f) 2y + ;1% = 3y

rzlnz

W=

Enacbo preoblikujemo ¢’ + 52— = 3y3.

2xInx

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.

[z podane enacbe je razvidno, da je n = %
. 2
Nova neznanka je enaka z = y3.
. . . /
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2’ = 2.
y3
> . 1. . y' 3y%
Prvotno enac¢bo delimo z y3 in dobimo 4 + =
3 2z lnz

e ol

Po zamenjavi z novo neznanko dobimo %z’ + 2;’1% =

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enac¢ba enaka

, z
=1
S 2¢lnx

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

/ z

= 0
Z+21’1I1£L’
J o=
2zlnx
dz B dx
z 2zlnx
dz 1/ dz
z 2 ) xlnx
t=1Inx, d—I:dt
T
1
Inz = —§lnt+lnC

Inz = lnC’(lnx)_%
z = C(lnx)_%.

Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C'(x)(In )
Torej je

C'(z)(Inz)"2 + C(z)(——)((Inz)~



Iz tega sledi
C'(z) = (Inz)?

Uporabimo metodo perpartes:

u= (111:1:)%, ldz = dv.

in zato
1
C(z) = x(lnx)% ~3 /lnxdaz
ter |
C(z) = x(lnx)% S ;ZE + g +D.

Splosna regitev diferencialne enacbe je z, = (z(lnz)z — 2oz 4 2 4
D)(Inz) 2.

. v . v 2
Sedaj upostevajmo Se uvedbo nove neznanke z = ys5.

Splotna reditev je tako y = ((z(lnz)z — vlor 24 D)(Inz)"2)3.

sy +y+atyt =0

Enac¢bo preoblikujemo 3’ + 2?34 = —2zyt.
Uvedemo novo neznanko z = y!=™.
Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 4. Nova neznanka je enaka

2=y

. . . /
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = —?;%.
. . . /
Prvotno enacbo delimo z y* in dobimo ;’—4 + % = —2x.
Po zamenjavi z novo neznanko dobimo —%z’ + %z = -2z

Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-
vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka z’+—gz =
6.
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Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

6

Z4+——2 =0
x
d 6
R
2 x
dz

1
= 6/—dm
z T
Inz = 6lnxz+InC
Inz = InCzS

2 = (CaF.

Splogno resitev diferencialne enacbe resimo 7 nastavkom y = C'(z)2°.
Torej je

C'(z)2® + O(2)62° — O(x)62° = 6x.

17 tega sledi

in zato

C(x) = _ 3 + D.

24

Splosna resitev diferencialne enacbe je 2y, = (=521 + D)z"

Sedaj upostevajmo e uvedbo nove neznanke z = y73.

=

o .- . o 1
Splo$na resitev je tako y = (W)

(h) zdy = (2*y + 2*y3)dx
Enacbo preoblikujemo ¢ — xy = x1°.

Uvedemo novo neznanko z = y!=™.
Iz podane enacbe je razvidno, da je n = 3. Nova neznanka je enaka

2=y 2
. /
Odvajajmo neznanko z kot funkcijo: 2/ = _23%'
. . . ’
Prvotno enac¢bo delimo z y? in dobimo ;’— — ;—2 ==z
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Po zamenjavi z novo neznanko dobimo —%z’ — Tz =T
Dobljena diferencialna enacba je linearna diferencialna enac¢ba pr-

vega reda.

Po preoblikovanju je linearna diferencialna enacba enaka
2+ 2x2 = 2.

Resitev homogenega dela linearna diferencialne enacbe je:

422z = 0

dz

— = 2udzx

z

d

@ -2 / xdx

z
Inz = —224InC
Inz = InCe™®

y = Ce .

o - . . o« o 2
Splosno resitev diferencialne ena¢be resimo z nastavkom y = C(z)e™"".

Torej je
C'(z)e™ + Clz)e ™ (=2z) — Clz)e ™ (22) = —2z.

7 tega sledi
C'(z) = —2ze®

t =22, dt =2zdx

/ C'(z) = —2 / ve” dx
/C"(x) = —/etdt

C(z) = - + D.

ter

in zato

Splosna resitev diferencialne enache je z, = (—e** + D)e™".

Sedaj upostevajmo e uvedbo nove neznanke z = y~2.

v ~ ] — —1
Splogna resitev je tako y = , / (D))"
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3.2 Diferencialne enac¢be drugega reda

Linearne diferencialne ena¢be drugega reda s konstantnimi koeficienti so
oblike

Y +ary + ay = f(z),

kjer so ay, ag realna Stevila.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe dobimo s pomocjo karakteri-
sti¢nega polinoma. Namesto y” in 3’ uporabimo A\? ter \.

Karakteristi¢ni polinom je tako enak A2 4+ a;\ + a¢ = 0.

Nicle karakteristicnega polinoma nam bodo dale resitev homogenega dela di-
ferencialne enacbe.

Pomagamo si z naslednjimi nastavki:

e Nicli karakteristi¢nega polinoma A; in A\ sta razli¢ni realni Stevili:
yu = CLeM® 4 Che?®.
e Nicla karakteristicnega polinoma je realna in dvojna, A\; = Ay = \:

yu = C1e + Coxe™®.

e Nicli karakteristicnega polinoma sta konjugirani kompleksni stevili,
)\1:a—|—ib, )\gza—ibl

yg = e**(C} cos(bx) + Cysin(bx)).
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Partikularno resitev diferencialne enac¢be poisé¢emo z nastavkom:

f(x) nastavek

Ce*” Az®e™®

Pn ()€™ Bo(z)ze

r2e” (Az? + Bz + C)z°e”

C'sin(fBx) x*(Asin(fz) + B cos(fx))

C cos(fx) x*(Asin(pz) + B cos(fz))
Pu(2)(C'sin(Bz) + D cos(fz)) 2* (Po(2) sin(fz) 4+ Qn(z) cos(Br))
Pu(2)e* (Csin(Bx) + D cos(fr))  2°(Pu(z) sin(fr) + Qn(x) cos(Bx))e”

s =0, ¢e a oziroma « + i ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma.
s =1, ¢e a oziroma « + i3 je nicla karakteristi¢nega polinoma.

s = 2, ¢e je a dvojna nicla karakteristicnega polinoma.

1. Poiscite splosne resitve diferencialnih enacb drugega s konstantnimi ko-
eficienti:

(a) y" + 4y = 8z
(b)

(c)
(d
(e
(f)
()

(h) y" + 2y + by = 16€” + sin 2x

y”+4y +y=es
)
) 2y 4y =e" + aPe”

y”+3y — 10y = 2%e”

y" + 1y — 6y = €2 cos 2x
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Regsitev.
(a) y" +4y = 822

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
N 4+4=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta Ay = 0 + 2i ter Ay = 0 — 2i.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yr = Cy cos(2x) + Cysin(2x).
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enac¢be predstavlja polinom druge stopnje 822
Sedaj lahko uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.
pu(z)e®®  B,(x)z°e™”.

pu(2)e?® = 822e%. Od tod sledi, da je a = 0. Iz tabele velja,
¢e « ni nicla karakteristi¢cnega polinoma potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: (Ax? + Bx + C')2%" oziroma

(Ax? + Bx + C).

Pois¢imo manjkajoc¢e vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
Ax* 4+ Bz +C, y, =2Az+ B, y, =2A.

Ker je i + 4y = 822 velja enakost 24 + 4Ax? + 4Bz + 4C = 822
Od tod sledi 4Ax? + 4Bx + 2A + 4C = 82% + 0x + 0.

Dele ob neznankah enac¢imo 44 = 8, 4B = 0, 24+ 4C = 0.
Manjkajoce neznanke A, B,C so enake A =2, B=0, C=—1.

Partikularni del resitve je enak y, = 22% — 1.

Kon¢na, skupna resitev je enaka 222 — 1 + () cos(2x) + Cy sin(2z).
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(b) ¥ +2¢ +y=(x+1)e*

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
N 4+2X0+1=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\ = Ay = —1.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = Cre”* 4+ Coxe™ ",
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt polinom ter eksponentne funk-
cije (z + 1)e*.

Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.

pn()e®  P,(z)xe®®.

Pu(2)e®® = (z + 1)e**. Od tod sledi, da je o = 2. Iz tabele ve-
lja, ¢e o oziroma « + i ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma potem
je s =0.

Nastavek je tako enak: (Ax + B)x%e*® oziroma (Ax + B)e*.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.

Yp = (Az+ B)e*, y, = Ae* +2(Ax+ B)e*, y) = 4Ae* +4(Ax+
B)e*.

Ker je y" +2y'+y = (x+1)e?® velja enakost 4Ae* +4(Ax+ B)e* +
2(Ae* + 2(Az + B)e*) + (Ax + B)e* = (v + 1)e*".

Od tod sledi (64 + 9B)e** + (9A)xe* = e** + xe?.

Dele ob neznankah enac¢imo 6A+9B =1, 94 = 1.

Manjkajoc¢i neznanki A, B sta enaki A = %,
Partikularni del resitve je enak y, = (32 + 5 ).

Koncna, skupna reSitev je enaka yg = (%x+%)62x+016_x+02xe_x.
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(©) ¢'+4y' +y=e2

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
M4+ 4 +1=0.

Ni¢li karakteristicnega polinoma sta A\; = —2 ++/3, Ay = —2 — /3.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

g = Cre2V3T 4 Oye-2-V3)e,
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja eksponentna funkcija e3.
Sedaj uporabimo prvi nastavek v nasi tabeli.
Ceo” Axse®”,

Ce®® = lea®. Od tod sledi, da je a = % Iz tabele velja, ce «
oziroma « + i3 ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma potem je s = 0.

: 1y . 1
Nastavek je tako enak: Ax%e2” oziroma Ae2?.

Pois¢imo manjkajoc¢e vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-

stavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka.
y, = Aez®, Yy, = %Ae%m, Y, = iAe%””.

Ker je v/ +4y/+y = e? velja enakost iAe%mlel(%Ae%w)—i-Ae%x = 37,
Od tod sledi (%A)e%x = e2”

Dele ob neznankah enac¢imo %A = 1. Manjkajoca neznanka A je
enaka A = %.

e2?,

Partikularni del reSitve je enak y, = %

Kon¢na, skupna regitev je enaka yg = %6%m+01€(_2+\/§)x+02€(_2_\/§)x.
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(d) v +y =2+

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN+ X=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta \; =0, Ay = —1.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = C1 + Cee™™.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enac¢be predstavlja polinom druge stopnje 2% + .
Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.
pu(z)e®®  P,(x)x°e®”.

Pu(2)e?® = (2% + 2)e”. Od tod sledi, da je « = 0. Iz tabele
velja, ¢e je o oziroma a + ¢ nicla karakteristi¢nega polinoma po-
tem je s = 1.

Nastavek je tako enak: (Az*+ Bz + C)z'e® oziroma (Az? + Bx +
C)x.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
Ax® 4 Ba® + Cx, y, = 3A2” +2Bx + C, y) = 6Ax +2B.

Ker je 3y’ +1' = 2* +x velja enakost 6 Az + 2B +3Ax?> +2Bx+C =
? + .

Od tod sledi 342% + (6A+ 2B)z + 2B+ C = 12° + 12 + 0.

Dele ob neznankah ena¢imo 34 =1, 6A+2B =1, 2B+ C =0.
Manjkajoce neznanke A, B, C so enake A = %, B = —%, C=1.

Partikularni del reSitve je enak y, = %1’3 — %1172 + x.

Kon¢na, skupna resitev je enaka yg = 32° — 12? + 2 4 C) + Che ™.
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(e) 2y//—|—y:€x—|—l’26m

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
202 +1=0.
Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\ = 0 + i\/g, A =0— Z\/g

Resitev homogenega dela diferencialne enache je enaka

yr = (Cy Cos(\/gx) +Cy sin(\/gx)).

Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja po preoblikovanju produkt polinoma
druge stopnje z eksponentno funkcijo e®(1 + z?).

Sedaj uporabimo drugi nastavek v nasi tabeli.

po(z)e®®  B,(x)z%e™.

pu(2)e™® = (2% + 1)e'®. Od tod sledi, da je a = 1. Iz tabele velja,
¢e a oziroma « + i ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma potem je
s = 0.

Nastavek je tako enak: (Az?+ Bz + C')2%!* oziroma (Az? + Bx +
C)e”.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
(Az? + Bz + C)e*, y, = (Az® + 2Ax + Bx + B+ O)e”, vy =
(Az? + 4Ax + Br 4+ 2A 4 2B + C)e”.

Ker je 2y" +y = e* + z%e” velja enakost 2((Az?+ 4Ax + Bx +2A +
2B + C)e”) + (Az* + Bx + O)e” = e* + z%e”.

Od tod sledi (34)2%e*+(8A+3B)ze”+(4A+4B+3C)e” = x?e*+e”.
Dele ob neznankah ena¢imo 3A =1, (84+3B) =0, (4A+4B+

3C) = 1. Manjkajoce neznanke A, B,C' so enake A %, B =
8 o2
9 27"

1,2

Partikularni del resitve je enak y, = (52 — Sa + 22

Kon¢na, skupna resitev je enaka yg = (%xz — %$ + %)em + Chie™ +

(Cy cos(\/ga:) + Oy sin(\/gx)).
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(f) o' +vy — 6y = e* cos 2x

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
N+A-6=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta \; = 2, Ay = —3.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = C1e** 4+ Che 7.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt eksponentne funkcije s ko-
sinusno funkcijo % cos 2.

Sedaj uporabimo peti nastavek v nasi tabeli.

Ce™ cos(fx) r*e*(Asin(fz) + B cos(fx)).

Ce®® cos(Br) = €2®cos2z. Od tod sledi, da je « = 2 in § = 2. Iz
tabele velja, ¢e o oziroma o+ ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma
potem je s = 0.

Nastavek je tako enak: 2%¢2*( A sin(2z)+ B cos(2x)) oziroma e**( A sin(2z)+
B cos(2x)).

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B danega partikularnega nastavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
e**(Asin(2z) + Bcos(2x)), vy, = 2e*((A — B)sin(2z) + (A +
B) cos(2x)), yy = 4e**(—2Bsin(2z) + 2A cos(2z)).

Ker je y" + 1y — 6y = e€** cos 2x velja enakost 4e**(—2Bsin(2z) +
2A cos(2x))+2e** ((A—B) sin(2x)+( A+ B) cos(2z))—6(e** (A sin(2z)+
B cos(2z))) = €*® cos 2z.

Od tod sledi 10A —4B =1, —4A—10B = 0. Manjkajo¢i neznanki
A, B sta enaki A = %, B= —2—19.

Partikularni del resitve je enak y, = €**( sin(2z) — 55 cos(2z)).
Konéna, skupna reitev je enaka yg = ¢*" (X sin(2z) — 5 cos(2z)) +
CY162m + 026_390.
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(g) ¥+ 3y — 10y = z?e”

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
A2 +3\0—10=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta A\ = —5, Ay = 2.

Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

yg = Cre™" + Che®.
Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enacbe predstavlja produkt polinoma druge stopnje z ek-
sponentno funkcijo z%e

Sedaj uporabimo tretji nastavek v nasi tabeli.

2  (Az? + Bz + C)ze”.

z2e® = z2e'*. Od tod sledi, da je a = 1. Iz tabele velja, ¢e o
oziroma « + i3 ni ni¢la karakteristi¢nega polinoma potem je s = 0.
Nastavek je tako enak: (Az? + Bz + C')2%!* oziroma (Az? + Bx +

C)e”.

Pois¢imo manjkajoce vrednosti A, B, C' danega partikularnega na-
stavka.

Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. y, =
(Az? + Bz + C)e*, y, = (Az® + 2Ax + Bx + B+ O)e”, vy =
(Az? + 4Az + Bx + 2A + 2B + C)e”

Ker je y"+3y' —10y = z%e” velja enakost (Ax®+4Ax+Br+2A+2B+
C)e"+3((Ar*+2Az+Bx+B+C)e*)—10((Az?*+ Bz +C)e”) = x2e”.
Od tod sledi (—6A4)x?e* + (10A—6B)ze”+ (2A+5B—6C)e® = z%e”.
Dele ob neznankah ena¢imo —6A4 =1, (10A—6B) =0, (2A+5B—

6C') = 0. Manjkajote neznanke A, B,C so enake A = -, B =

_5 — _ 3L

5 O= 108 . 4
Partikularni del reSitve je enak y, = (—6517 — 1—81' - 38)¢"-
Kon¢na, skupna reitev je enaka yg = (—ga’—Zr—3¢)e"+Cie "+
026296.
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(h) y" 4+ 2y + 5y = 16e” + sin 2z

Karakteristi¢ni polinom pripadajoce diferencialne enacbe je enak
AN +2X45=0.

Nicli karakteristi¢nega polinoma sta \; = —2 + 2i, Ay = —2 — 2i.
Resitev homogenega dela diferencialne enacbe je enaka

Yy = e 2 (C} cos(2x) + Cysin(2z)).

Pois¢imo sedaj partikularno resitev diferencialne enacbe.

Desni del enac¢be predstavlja vsoto eksponentne funkcije s sinusno
funkcijo 16e* + sin 2.

Partikularni nastavek dobo dobili, kot vsoto dveh nastavkov.

Prvi nastavek je enak : C'e™  Dx®e®®.

Ce®® = 16e'*. Od tod sledi, da je a = 1. Iz tabele velja, ¢e «
oziroma « + ¢ ni nic¢la karakteristi¢nega polinoma potem je s = 0.
Prvi nastavek je tako enak: De”.

Drugi nastavek dobimo iz C'sin(fz) = x*(Asin(Sz) + B cos(fz)).
Ce®® sin(Bz) = €”sin2z. Od tod sledi, da je a = 0, § = 2. Iz ta-
bele velja, ¢e a oziroma « + ¢ ni nicla karakteristi¢nega polinoma
potem je s = 0.

Drugi nastavek je tako enak: Asin(2z) 4+ B cos(2z).

Pois¢imo manjkajoci vrednosti A, B danega partikularnega nastavka.
Potrebujemo prvi in drugi odvod partikularnega nastavka. v, =
De*+Asin(2x)+B cos(21), y, = De"™+2A cos(2r)—2Bsin(2x), y, =
De® — 4 Asin(2x) — 4B cos(2z).

Ker je y"+ 2y’ +5y = 16e” +sin 2z velja enakost De” —4Asin(2z) —
4B cos(2x) +2(De* +2A cos(2x) — 2B sin(2z)) + 5(De* + Asin(2z) +
B cos(2x)) = 16e* + sin 2z.

Od tod sledi 8De” 4+ (A — 4B) sin(2x) + (4A + B) cos(2x) = 16e” +
1sin(2z) + 0 cos(2x).

Dele ob neznankah enac¢imo 8D = 16, (A—4B) =1, (4A+B)=0.
Manjkajo¢e neznanke A, B, D so enake A= L+, B=—-4 D =2.

17 T
Partikularni del resitve je enak y, = 2¢” + & sin(2z) 4+ — 1+ cos(2x).

Konc¢na, skupna reSitev je enaka yg = 2¢* + ﬁ sin(2x) + —% +
e~ (C cos(2x) + Cysin(2x)).
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Poglavje 4

Funkcije ve¢ spremenljivk

1. Poisc¢ite naravna definicijska obmocja funkcij dveh spremenljivk:

(a) flz,y) = /12— 22

(b) f(z,y) = /81 — 2% —y?

(¢) f(z,y) =1In (25— 72 — yz)

(d) f(z,y)=1In(y — 22 4+ 3)

(e) f(z,y)=16—3z—y

(£) f(z,y) = Tz + 3zy — 4e* +ov+2

(8) Sley) = 2

() fy) = 72

0) (o) = ;2%

G) flz,y) =202 Ty —T+ /6 -2 —¢2
(k) f(z,y) =In(2zIn(y — 3z))

(1) f(z,y) =2arcsin ¥ — 7\/4x — 42% — 32
(m) flz,y) = ~Barctan 5y = + sin (2~ 3ry) +9(4 — 7a?)»
Resitev.

(a) Funkcija je definirana za vse tiste pare (z,y) € R? za katere je
y* — 2% > 0 oziroma y* > z%. Od tod dobimo |y| > |:L'|
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(b)

Funkcija je definirana za vse tiste pare (z,y) € R? za katere je
81 — 22 — y? > 0 oziroma 2% + y? < 81. To so tocke, ki lezijo na
krogu s sredi §¢em v koordinatnem izhodisc¢u in polmerom 9.

Funkcija je definirana za vse tiste pare (z,y) € R?, za katere je
25 — 22 —y? > 0. To so tocke, ki leZijo znotraj kroga s srediS¢em v
koordinatnem izhodi$¢u in polmerom 5.

Funkcija je definirana na obmod&ju, kjer je vy — 22 +3 > 0, saj
je logaritem definiran samo za pozitivna realna Stevila. Torej je
y > 22 — 3. To so tocke, ki leZijo nad parabolo y = 22 — 3.

Funkcija je definirana za vse tocke (x,y) € R
Funkcija je definirana za vse tocke (z,y) € R

Funkcija je definirana povsod razen tam, kjer je imenovalec enak 0.
Torej funkcija ni definirana, ¢e je 2°+y* = 0 oziroma (z,y) = (0,0).

Funkcija ni definirana, ¢e je y? — 2 = 0, kar pomeni |z| = |y|.
Funkcija ni definirana, ¢e je y — 4z = 0 oziroma y = 4x.
Funkcija je definirana za vse tocke (x,y) € R?, za katere je y > 1—2x
in 22 + y? < 6.

Funkcija je definirana na obmodju, kjer je 2z In(y — 3z) > 0:

i. > 0in In(y — 3z) > 0, kar pomeni z > 0 in y — 3z > 1,
ii. £ <0inlIn(y —3x) <0, kar pomeni x < 0in y < 3z + 1.
Ker je funkcija arcsin definirana na intervalu [—1, 1], je definicijsko

obmodje mnozica parov (z,y) € R?, za katere velja

<P <1 in @r-12ey?<l
X

Torej je to mnozica parov (z,y) € R?, 7a katere velja x # 0, y < z,
—r<yin 2z —-1)?+¢* < 1.

Definicijsko obmodje je mnoZica tock (z,y) € R?, za katere velja
y>%iny#0.
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2. S pomocdjo nivojnic in prerezov predstavite funkcije:

Funkcijo dveh spremenljivk lahko geometrijsko ponazorimo s pomocjo
nivojnic in prerezov. Naj bo a € R Stevilo iz zaloge vrednosti funkcije
f(x,y). Definirajmo

No = {f(z,y) € D|f(xy) = a}.

Tej mnozici pravimo nivojnica funkcije f pri vrednosti a. O¢itno vsaka
tocka (z,y) € D lezi na natanko eni nivojnici funkcije. DruZina vseh
nivojnic f(x,y) = a napolni celotno obmodcje D, ko a pretece vse vre-
dnosti funkcije f. Torej, nivojnica povezuje toc¢ke na isti visini. To lahko
primerjamo 7z izohipsami na zemljevidu, ki povezujejo iste visinske tocke.

(a) f(z,y) =2 +y*

(b) f(z,y) =4 —a?—y?
(¢) flz,y) = —/9— a2 —y?
(d) f(z,y) =3z + 4y

(e) flz,y) =2/ + ¢

(0 flry) =2 +%

(8) flz,y)=Va+y

(h) f(z,y) =In(42? — 3y)

(i) f(z,y) =y(a®—1)

() flz,y) = 5t

Resitev.
(a) f(z,y) =2+

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, 22 +y?=0.

Dobljena enacba je enacba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = /0 = 0.

Ny, 224+9*=1, T =(0,0),r=+1=1.

Ny, 22 4+9?>=2, T, =(0,0),r =+/2=1,41.

Ns, 22 +y*>=3, T5=(0,0),r=+3=1,73.
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(b)

fla,y) = 32 + 4y

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, 3x + 4y = 0. Dobljena enacba je enacba premice yy = —%a:.

Ny, 3x+4y =1, yl—i—%x.
NQ, 3$+4y:2, ygzé—%l’
Ng, 3$+4y:3, ygzg—%l’
Ny, 3x+4y =4, y4:1—%x.

fla.g) = VI= =77

Nivojnice, f(z,y) =a:

No, /4 —a22—y?2 =0, 2%+ y? =4, Dobljena enacba je enacba
kroznice s srediséem v tocki Ty = (0, 0) ter radijem r = V4 = 2.
Ny, VVJa—a2—y2=1, 22 +y*=3, T1 =(0,0),r = /3.

Ny, JA—22—y2=2, 22+y*=0, T, =(0,0),r =0.

f(x7y):—\/9—;(;2—y2

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, —/9—2a2 —92=0, 224+1y>=09.

Dobljena enacba je enacba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = V9 = 3.

Ni, —9—a2—92=—1, 22+9>=38, T, =(0,0),r = /8 =
2,82.

Ny, —/9—a22—92= -2 22+92=5 T, =(0,0),r=+5=
2,23.

Ns, —/9—22 —y2=-3, 224+9y>=0, T3 =(0,0),7r=+/0=0.

f(x,y) =2y/2% + 92

Nivojnice, f(z,y) =a:
Ny, 2+/22+y?>=0.
Dobljena enacba je enacba kroznice s sredis¢em v tocki Ty = (0,0)
ter radijem r = 0.

Ni, 2¢/z2+y?>=1, T; =(0,0),
No, 20/ 192 =2, Ty = (0,0)
N;, 2y/22+y?=3, T5=(0,0),

N 33
I
SIS el I L
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(f)

2

" 2

Nivojnice, f(z,y) =a:
2 2
Ny, Zn—1,

Dobljena enacba je enacha elipse s srediséem v tocki Ty =

manjso in vec¢jo polosjo a = 2,b = 4.
2

Ny, 24U =2,

Enacbo preoblikujemo % + g—; =1

Dobljena enacba je enacha elipse s sredis¢em v tocki Ty =

manj$o in vecjo polosjo a = v/8,b = v/32.
2 2

Ng, m— + 311_6 - 3

Enacbo preoblikujemo £ > 4 Zs = 1.

Dobljena enacba je ena(‘ba elipse s sredis¢em v tocki Ty =

manj3o in vedjo polosjo a = v/12,b = V/48.
2

]\747 ﬁ + y— == 4

Enacbo preobllkujemo > 4 g4 = 1.

Dobljena enacba je enacba elipse s sredis¢em v tocki Ty =

manjso in vecjo polosjo a = 4,b = 8.

flxy) =Vr+y

Nivojnice, f(z,y) =a:

Ny, +/x + 1y = 0. Dobljena enacba je enac¢ha premice y =

N, ViTy=1, y=1—ua.
Noy VTTy=2 y=4—ua.
Noy VTTy=3, y=9—uz.
Ny, ViTy=4, y=16—u=.

f(x,y) = In(42® — 3y)

Nivojnice, f(z,y) =

Ny, In(42* — 3y) = 0, ln(4x2 —3y)=Ine’, y= §x2 _
Ny, In(4a? —3y) =1, In(42? — 3y) =Ine', y = 32° —
Ny, In (4x —3y) =2, In(42® — 3y) =lne?, y=3a* —
N3, In(42® —3y) =3, In(42? — 3y) =Ine®, y = 322 —
Ny, In(42® — 3y) = 4, In(42? — 3y) =Inet, y = %xz —

Dobljene nivojnice so parabole.
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(i) f(z,y) =y(a® = 1)

Nivojnice, f(z,y) =a:

No, y(i’fz—l):@y:ﬁ
Ny, ylz*—-1) =1, y= ﬁ
No, y(l’2—1) =24, U= :c22—1'
N3, y(a®—1)=3, y= 2.
Ny, y(z? —1) =4, y:ﬁ.

Dobljene nivojnice so racionalne funkcije.

() fley) = 72

Nivojnice, f(z,y) =a:

Nl, ﬁ - 1
Enacbo preoblikujemo: -+ y2 =0,(zr— %)2 — i + y2 =0,
(z—3)?+y* =1

1
5

Dobljena enatba je enatba kroznice s srediséem Ty = (1,0),r =
x _
N27 2tz 2.

Ena¢bo preoblikujemo: 2 — £ + 32 =0, (z —1)2 — L + 42 =0,
(z =3 +y* =1

Dobljena enacba je enacba kromice s srediséem Ty = (,0),r =
x _
N3, Py T 3.

Enac¢bo preoblikujemo: 22 — £ + 42 =0, (z — §)? — 5= + y* =0,
(z—3)+y* =%

Dobljena enatba je enacba kroznice s sredistem Ty = (3,0),r =
N47 ﬁ =

Enacbo preoblikujemo: 22 — £ + 42 =0, (z — $)? — & +y* =0,
(z—5)P+y* =4

Dobljena enacba je enacba kroznice s srediséem Ty = (1,0),7 =

1
8’ 8"
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Slika 4.2: f(z,y) = 3z + 4y
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Slika 4.3: f(x,y) = /4 — 22 — y?
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Real part

Imaginary part

Sllka 4.4: f(,T, y) = — 9 — x2 _ y2
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Slika 4.5: f(x,y) = 2y/2? + y?
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Fealpart

Slika 4.7: f(x,y) =/ +vy
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Real part

Slika 4.8: f(z,y) = In(4z* — 3y)
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Slika 4.9: f(z,y) = y(z* — 1)

€T
y2+x2

Slika 4.10: f(z,y) =
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3. Dolocite stevilo a tako, da bo funkcija f, podana s predpisom

2?2 +y? e +92 <9
a; sicer

Y

f(z.y) :{

zvezna.

Resitev. Stevilo a moramo dolo¢iti tako, da bo funkcija f zvezna na
mnozici totk K = {(z,y) € R?, 22+ y? = 9}. Mnozica K predstavlja
kroznico s polmerom 3. Funkcijska vrednost funkcije f v poljubni tocki,
ki lezi na kroznici K, je f(z,y) = 2% +y*> = 9. Torej mora bitia =9. V
notranjosti kroga je funkcija o¢itno zvezna.

4. Ali je funkcija f zvezna v tocki (0,0)7

_ [ F (2,y) #(0,0)
(a) f@’y)‘{ 0; () = (0,0) }

. wyts (v,y) # (0,0)
WHIED =1 01 = 0.0 }
O ey = ) (@) #(0,0)
DI =6 T = 00

Resitev.

Funkcija dveh spremenljjivk f(x,y) je v tocki (a,b) € D zvezna, Ce za
vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je | f(z,y) — f(a,b)| < € za vsak (z,y) €
D, ki je od tocke (a,b) oddaljen za manj kot §: (z —a)?+ (y — b)? < 2.
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(a) Ce funkeijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

272 cos p sin ¢

7 COsS Y, rsiny) = -
I 7 ?) r2(cos? ¢ + sin® @)

= 2cos psin p = sin 2¢p.
Iz tega sledi, da je
f(rcosp,rsing) — f(0,0) = 2cos psin p = sin 2¢

kar pomeni, da funkcija f(z,y) ni zvezna v tocki (0,0).

(b) Ce funkeijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

r2(cos? p — sin? )

r2(cos? ¢ + sin? @)

f(rcos @, rsinp) = r? cos psin ¢
1, .
= 57" sin 2¢ cos 2¢p.

Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je %7’2 sin 2¢ cos 2¢| <
€, ¢e je r < d. Ce izberemo ¢ = /e, sledi Zeleno.

(c) Ce funkeijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah z = r cos p,y =
rsing) , je

r cos® psin @
r2(cos? ¢ + sin? )

f(rcosp,rsinp) =

r cos? psin @
r2(cos2 @+sin? )

Pokazati zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je <

€, Ce je r < 9. Ce izberemo § = %, sledi zeleno.

(d) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cos ¢,y =
rsing , je

2 cos? pr?sin? o

7 COsS Y, Trsiny) = -
U 7 ?) 72 cos? @ + r2sin® ¢

= 12 cos® psin? .
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Pokazati Zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je [r? cos? ¢ sin? ¢| <
€, Ce je r < d. Ce izberemo 0 = /e, sledi zeleno.

(e) Ce funkeijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah x = r cos p,y =
rsinp , je

7 cos @rd sin® ¢

f(rcosp,rsing) =

V12 cos? o + r2sin® ¢

= r%cos %) sin® .

Pokazati Zelimo, da za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je |r® cos ¢ sin® p| <
€, ¢e je r < §. Ce izberemo 0 = /e, sledi zeleno.

(f) Ce funkcijo f(z,y) izrazimo v polarnih koordinatah x = rcos ¢,y =
rsinp , je

)

r2(cos? ¢ + sin® @)

r?(cos? ¢ — sin

f(rcosp,rsingp) =

= cos 2¢p

Iz tega sledi, da je
f(rcosg,rsinp) — f(0,0) = cos2¢
kar pomeni, da funkcija f(z,y) ni zvezna v tocki (0,0).

5. Izra¢unajte prve parcialne odvode funkcije:

(a) f(x,y) =5y’ + Taty — 13
(b) f(z,y) = =32" — 6yx + 2In(23y)
(¢) flx,y) = /Ta?y — 1oy + 3
(d) f(z,y) = cos®(—22* — 5xy® +7)
(e) f(z,y) = 6y—36—m3y2+7m—2
(F) flo,y) = 2
(5) flr,y) = E=t
f
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(1) f(z,y,2) = sin(a?yz)
() f(z,y,2) =sin® (vyz? — 322° + 8y)

(k) f(z,y,2) = a2zew + 3z\/yz2 — 11

Regsitev. Parcialni odvod (po neki spremenljivki) ra¢unamo kot obic¢ajni
odvod funkcije (po isti spremenljivki), pri ¢emer vse ostale spremenljivke
obravnavamo kot konstante (tj. jih fiksiramo).

(a) Parcialni odvod po spremenljivki x:
fo(z,y) = by® + 282%.

Parcialni odvod po spremenljivki y:
fy(z,y) = 152y + T2’

(b) Parcialni odvod po spremenljivki z:

folz,y) = —212° — 6y + 627 1.

Parcialni odvod po spremenljivki y:

fy(x,y) = =62 + 2y~ .

(c) Resitev je
fe(z,y) = 5(755 y — llzy + 3) 2y(1dx — 11)

flzy) = =(T2%y — 1oy +3) 2a(7z — 11)

1
2
(d) Parcialna odvoda izra¢unamo po pravilu za posredno odvajanje:

folz,y) = 6(—82 — 5y?) cos®(—2x* — 5ay? + 7)sin(—22* — 5xy* + 7),
fy(x,y) = —10xycos’(—2x* — 5xy® + 7) sin(—22* — 5zy° + 7).

(e) Resitev je

folz,y) = 6y eV FTom2(352y2 4 7)
fulwy) = e VTR (1gy ™t - 20y
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(f) Parcialna odvoda izra¢unamo po pravilu odvajanja ulomkov:

102y (327 + y*) — 5a?y?(2125)

fx(x>y) = (31.7 +y4)2 ’
fny) = 1522y2 (32" + y*) — 5a?y?
v (327 4 y*)? ’

(g) Resitev je

ey = - (5y? —2) 5 (@ 4 y?) — 3(5y* — @)
ey = 2y(5y* — 2)F (¢* +y?) — (5y> — 2)52y
v\ (73 + y2)2
(h) Resitev je
folmy,2) = —272°2% — Tyz® + 102y
fo(x,y,2) = —Txz®+ 5a?
fo(z,y,2) = —182%2 — 21ay2?

(i) Resitev je
folz,y,2) = 2xyzcosz’yz
fy(r,y,2) = z’zcosayz
fz(x7y7z) = «T2yCOS,’L'yZ
(j) Resitev je
folz,y,2) = 42%(y — 32°) sin®(ay2® — 322° + 8y) cos(zyz* — 312° + 8y)

fy(r,y,2) = 4(z2* + 8)sin’®(zyz® — 322° + 8y) cos(wyz® — 3z2° + 8y)
fo(z,y,2) = 42(2yz — 152*) sin®(zy2? — 322° + 8y) cos(zyz? — 322° + 8y)

(k) Resitev je
2
folw,y,2) = zemi(1—2) 434/
Y

3
fo(z,y,2) = —2xzy‘26%+§xzy‘

N

=

folw,y.z) = a’ew + 3y
6. Izracunajte prve in druge parcialne odvode funkcije:
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) [(z,y) =2 - 5/zy

) f(z,y) =In(z’y + Ty +1)
) fz,y) = cos(Txy)

) f(z,y) = 2e®™ +y!

) flz.y)

= xdy+2y—1-—byx

SIS

Regsitev.

(a) Drugi parcialni odvodi so definirani kot parcialni odvodi prvih od-
vodov. Najprej izracunamo oba prva parcialna odvoda:

5 1 _1 5 1 1
folw,y) = 92%* = gyram2, fy(wy) = 32"y — Sary e
Drugi parcialni odvodi so:

73,9 1 3

fm(x,y) = (fw(xvy))m:72$y +Zy2x 2,

O _1 _1

fry(xvy) = (f$($7y))y:27x8y2_1y 2r 2,

O _1 1

fyx(xay) = (fy(x,y))x=27:v8y2—1y 2T 2,

fo(xy) = (fylz,y)), = 62"y + Zy—%x%.

Ker je obravnavana funkcija (zvezno) parcialno odvedljiva, so me-
Sani odvodi med seboj enaki.

(b) Prva parcialna odvoda:

32y 3+ 7

fe(2,y) = P — fy(z,y) = R

Drugi parcialni odvodi:

6zy(23y + Ty + 1) — 9zty?

fealot) = = v i
fo(oy) = STy Ty 1) = 3%y (@? 4 7)
Y\ (x3y+7y+1)2 ,
Foa(,9) = foy(2,9),

_ LU3 ,’,U3
Folany) = —& D@ +T)

(z%y + Ty +1)*
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(c¢) Prva parcialna odvoda:
folz,y) = =Tysin(7zy), f,(x,y) = —Twsin(7zy).
Drugi parcialni odvodi:

foz(,y) = =49y cos(Tzy),  fuy(z,y) = —Tsin(Tzy) — 492y cos(Tzy),
fym(x,y) = fmy(flf,y>, fyy(l’,y) = —491’2 COS(7fL’y).

(d) Prva parcialna odvoda:
By foay) = SV Say), fy () = 5a¢ 4 5y
Drugi parcialni odvodi:

foz(,y) = 5ye™¥ (2 + 5xy),  fo(z,y) = 5xe’¥ (2 + B1y),
fe(T,9) = faoy(2,9),  fry(z,y) = 5(5$3€5my + 3y2)-

(e) Prva parcialna odvoda:

3
folz,y) = §x2y(f€3y+2y—1)‘% — 3ya~ 3,
1 _1 3
fy(z,y) = 5( 2+2)(x3y+2y—1) 2 — Hs,

Drugi parcialni odvodi:

9 6
Ferlr,y) = Bay(aly+2y—1)77 - Z$4y2(:v3y +2—1)7% 4 gy:t‘%,
3 3
fa(wy) = 5%y +2y = 1)7% = Jay(a® + 2) @’y + 2y = 1)7F = 307
1 _3
fw(w,y) = =@ +2)° @'y +2y - 1)72.

7. Naj bo f(z,y) = <5< Pokaite, da je:

(a) fx(x7y> - fy(flf,y) = %2@95_?/
() fee(2,y) + fo(x,y) = 2f(2,y)
(C) fmc(x7 y) -+ 2fmy(l’, y) + fyy(x7 y) — %e:c—I—y
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Resitev.

(a) Kerje fy(z,y) = f(z,y)in fy(z,y) = W#, sledi zeleno f,(z,y)—
fy(z,y) = %26“9.

(b) Ker je fuu(z,y) = fy(z,y) = f(z,y), Je fulz,y) + fyy(z.y) =
2f(x,y).

(c) Upostevajmo, da je fy,(x,y) = f,(x,y), kar nas privede do Zelene
enakosti.

8. Poiscite tako realno $tevilo a, da bo za funkcijo f(z,y) = 5y* + ax?y
veljalo fo.(2,y) = 5fyy($u Y).

Resitev. Upostevajmo, da je fi.(2,y) = 2ay in f,,(z,y) = 30y, iz Cesar
sledi a = 3.

9. Naj bo f(z,y) = In(z*y*(2? + ¢?)). Izracunajte zf.(z,y) + yfy(z,v).
Resitev. Ni tezko preveriti, da je zf,(z,y) + yf,(z,y) = 6.
10. Pokazite, da za funkcijo f(z,y) = 4¢3 cosy velja fo(z,y) = —=9fy, (2, y).

Regitev. Kerje fy,(z,y) = —de ¥ cosx in f,.(x,y) = 367 cosy, sledi
zeleno.

11. Naj bo f(z,y) = SFW=2)  pokayite, da je —L&W)Sul®y) _ 20wty)

292 e*~Y+cos(y—=x) 393

Resitev. Ker je

(e ¥ + sin(y — x))z?y* — (" 7Y + cos(y — z))2zy?

(=" —sin(y — x))a*y? — (7Y + cos(y — x))2x%y
fy(x7 y) — $4y4 I

sledi Zelena enakost.
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12. S pomoccjo izreka o diferencialu priblizno izracunajte:

(a) v/2.99% + 3.022
(b) In(v/1.06 + v/0.94 — 1)
(c) 1.02301

Regsitev.

(a) Naj bo f(x,y) = /22 + y2. Potem je
fola,y) =a(@®+y*) 72 in fulz,y) =y(@® +°) 72
Torej je

f(2.99,3.02) =~ f(3,4)+ f2(3,4) - (=0.01) + f,(3,4) - (0.02)
3 -1 4 2

= 275 100 75 100

= 5.01.
(b) Naj bo f(z,y) = In(y/r + ¢y — 1). Potem je

fulwy) = 5o VT i fy(ey) = VT
Torej je

In(V1.06 +v0.94 —1) ~ f(1,1)+ fu(1,1)-(0.06) + f,(1,1) - (—0.06)

1 6 1 —6
S 4o = 0.0l
0% 3 900 "1 100 = Y

Q

(¢) Izrac¢unati moramo vrednost funkcije f(x,y) = a¥ v tocki (1.02,3.01).
Ker je

fol,y) =yz?"" in fy(z,y)=2YInz,

10230~ £(1,3) 4 £.(1,3) - (0.02) + £,(1,3) - (0.01)

2
= 14+3-— =1.06.
* 100
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13. S pomocjo diferenciala izra¢unajte, za koliko odstotkov se poveca volu-
men valja, ¢e se radij r in viSina v valja povecata za 2 %.

Resitev. Volumen valja je V = 7r?v. Zanima nas d7V = W. Upo-
. . indr 1 s dv 1 o & i dvo 6 | |
Stevajmo, da je <- = 355 In - = 155, 1z Cesar sledi - = 155. Torej se je

volumen valja povecal za 6 %.

14. Naj bo f taka preslikava, da paru (a, b) priredi $tevilo na naslednji na¢in:
¢e ima funkcija g(x) = 2% + ax + b realne korene, potem f paru (a,b)
priredi vecjega od korenov.

(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije f.

(b) Izrac¢unajte priblizno vrednost f(—1.01,—1.97).

Resitev.

(a) Funkcija f(a,b) = =2te—=2 V2“2_4b je definirana za take pare (a,b) € R?,
da je a® — 4b > 0 oziroma b < %.

(b) Ker je

(SIS

Fula,) = S (ala® — 465 1) in fifa,b) = —(a> —48) %,
je
f(=1.01,-1.97) ~ f(=1,-2)+ fu(=1,-2) - (=0.01) + fp(=1,-2) - (0.03)
2 -1 -1 3 5%

* 3 100jL 3 100 300

15. Zapisite Taylorjev polinom druge stopnje funkcije:

(a) f(z,y) = 2® + xy? v okolici tocke (2,1)
(b) f(z,y) = ¥ v okolici tocke (1,1)
(¢) f(z,y) =22* — 2y — y* — 62 — 3y + 5 v okolici tocke (1, —2)

Resitev.
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(a) Prve in druge parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (z,y)
in tocki (2,1), najdemo v spodnji tabeli:

| | f ] fo | fy | foo | fou | fuu |
‘(x,y) H x3+xy2‘3x2+y2‘2xy‘ Gx‘ Qy‘ Qx‘
‘(2,1)“ 10‘ 13‘ 4‘12‘ 2‘ 4‘

Taylorjev priblizek je enak:
f(z,y) ~ 10+13(x—2)+4(y—1)+6(x—2)*+2(x—2)(y—2)+2(y—1)*.

(b) Prve in druge parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (x,y)
in tocki (1,1), najdete v spodnji tabeli:

[y [[2¥ [ya ! [a¥Ina [yy—Dav® [2¥ " +ya? TIna [ 2/ a |
(D[ 1] 1] 0] 0] T 0

Taylorjev priblizek je enak:
fley) o+ (e —1)(y—1).
(c) Taylorjev polinom:

flr,y) ~5+2x -1 —(z—1)(y+2)— (y +2)%
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16. Zapisite Taylorjev polinom tretje stopnje funkcije f(x,y) = £

(a) v okolici tocke (0, —1)
(b) v okolici to¢ke (1,—2)

Resitev.

Prve, druge in tretje parcialne odvode, izra¢unane v poljubni tocki (z,y),
tocki (0,—1) in toc¢ki (1, —2), najdemo v spodnji tabeli:

| | 7] /] Jol Jox | Joy | S| Jowa | Jfoay | Joww | Jowy |
[y [ay 'y ' [-ay?] 0[-y?[220y "] O] 0]2y "] Gay "]
[O0.-D] o0of-1] 0f of 1] o] 0] 0] -2] 0]
[ —g[-5] —g[ 0] -1 —3[ of of 3] —¢]

(a)

(b)
f(x,y) Pt _14'_5@_1)1!_1(3/4‘2)
L2 (Dl -DE+2) -~ iy +2)
21
A (=D& —1)(y+2)>-2(y+2)
3!
_ _%_%<x_1>_i(y+2)_1($—1)(y+2)
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17. Zapisite Taylorjev polinom tretje stopnje funkcije:

(a) f(z,y) = e*siny v okolici tocke (0,0)
(b) f(x,y) = e""¥ v okolici tocke (1, —2)

Regsitev.

(a) Taylorjev polinom: f(z,y) ~y+ zy + é(3172y —3).
(b) Taylorjev polinom: f(z,y) ~ 1+z+y+ 3(x+y)* + 3(x+y)>

18. Zapisite Taylorjev polinom ¢etrte stopnje funkcije f(x,y) = (1—z—y+
xy)~! v okolici tocke (0,0).

Resitev. Taylorjev polinom:
fla,y) = Ltaty+a® tay+y*+o’ +a’yray*+y* ot oty oty oy +yt
19. Poiscite in klasificirajte vse lokalne ekstreme naslednjih funkcij:

Naj bo (a, b) stacionarna toc¢ka dvakrat zvezno odvedljive funkcije f(x,y)
in naj bodo fy.(a,b) = A; fuy(a,b) = B; fy(a,b)=C:
Potem velja:

(a) Ceje A = AC — B2 >0, je v tocki (a,b) lokalni ekstrem in velja:
i. Ceje A<0,jev (a,b) lokalni maksimum,
ii. Ceje A>0,jev (a,b) lokalni minimum.

(b) Ce je A = AC — B? < 0, v tocki (a,b) funkcija nima lokalnega
ekstrema.

(c) Ce je A = AC — B% = 0, na podlagi drugih parcialnih odvodov
obi¢ajno o obstoju ekstrema ne moremo sklepati.
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(a) f(z,y)=522+2y*> —10(x +y)+7
(b) f(z,y) = 2" +y° - 3yx

(c) flz,y) =2 +ay+y*—8x—4y
(d) flz,y) =e"—In(2y) — 2z +2y

(e) f(z,y) =ay+4a~! +2y~"

(f) flw,y) = (a2 + e =¥

(8) flw,y)=e ) 41

(h) f(z,y) =2* + y* — 62y — 39z + 18y + 20

(i) f(z,y) =3z +6y —2* —ay +y°

() fz,y) =e2(z+y?)

(k) flz,y) = e"(2® +2y?)
Resitev.

(a) Resitev sistema

fo(z,y) =102 —10=0 in f,(r,y)=4y—10=0

je stacionarna tocka T'(1,2). Ker je AC — B? oziroma A(1,3) v
T(1, g) >0in A = f,,(1,2) = 10, je v tej tocki lokalni minimum

funkcije.

(b) Resitev sistema

fx(:v,y):3x2—3y:0 in fy(:)s,y):3y2—3:v:O

sta stacionarni tocki 7p(1,1) in 737(0,0). S pomodjo drugih par-
cialnih odvodov f,.(x,y) = 6z, fu(z,y) = =3 in f,,(z,y) = 6y

izracunamo:

i. A(1,1) > 0in f,.(1,1) = 6, kar pomeni, da je v tocki Ty(1, 1)

lokalni minimum,

ii. A(0,0) < 0, kar pomeni, da v toc¢ki 77(0,0) ni lokalnega eks-

trema.
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(c)

Resitev sisitema
folz,y)=204+y—8=0 in fz,y)=0+2y—4=0

je stacionarna tocka 7'(4,0). Ker je fo.(z,y) = 2, fou(z,y) = 1,
fyw(2,y) =2, je A(4,0) > 0. Iz tega sledi, da je v stacionarni tocki
T'(4,0) lokalni minimum funkcije.

Resitev sisitema
folz,y) =" =1=0 in f,(z,y) = —y ' 4+2=0

je stacionarna tocka T(0, %) S pomodjo parcialnih odvodov f,.(z,y) =
", fay(x,y) =0, fyy(x,y) = y~? izracunamo A(0,1) > 0, iz Cesar
sledi, da je v stacionarni tocki 7'(0, %) lokalni minimum funkcije.

Ker je

folz,y) =y —4272=0 in f,(v,y)=2—-2y =0,

jey(1—y3) = 0, iz Cesar sledi, da je T'(2, 1) stacionarna tocka (zaradi
definicijskega obmodja funkcije resitev y = 0 ne upoStevamo). S
pomo&jo drugih parcialnih odvodov f..(z,y) = 8273, f.,(z,y) = 1,
fu(z,y) = 4y~3 izratunamo A(2,1) > 0. Ker je f,.(2,1) =1 >0,
je v stacionarni tocki T'(2, 1) lokalni minimum funkcije.

Resitve sistema

1 3
folay) = =27 Va(a® =) =0 in fy(r,y) = —2e7Vy(a®+]

so tri stacionarne tocke 77(0,0), T5(3,0) in T3(—3,0). S pomodjo
drugih parcialnih odvodov
—z?—y? 4 o 1
fxx(zay) = —¢€ Y (-4%’ + T _§)a
fxy($a y) = e_xz_y2$y(4z2 - 1)a
a2 3
fu(wy) = 7@+ D)y - 2)
izracunamo:
i. A(0,0) < 0, torej v tocki T7(0,0) ni ekstrema,

ii. A(3,0) >0, v tocki T5(3,0) je lokalni maksimum,
iii. A(—3,0) >0, v tocki T3(—3,0) je lokalni maksimum.
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(g) Resitev sistema
Folw,y) = =272 =0 in fy(x,y) = =2y =0

je stacionarna tocka 7°(0,0). S pomodjo parcialnih odvodov f,.(z,y) =
26~ (2221, fo (z,y) = daye” @ in £, (2, y) = 207+ (22—
1) preverimo, da je A(0,0) > 0. Ker je f..(0,0) = =2 < 0, je v
stacionarni tocki lokalni maksimum.

(h) Resitvi sistema
folz,y) =32 —6y—39=0 in f,(z,y)=2y—6x+18=0

sta tocki 71 (1, —6) in T3(5,6). S pomod&jo drugih parcialnih odvodov
preverimo, da v tocki 77(1, —6) ne nastopi ekstrem, v tocki T5(5, 6)
pa je lokalni minimum.

(i) S pomodjo parcialnih odvodov funkcije pridemo do zakljucka, da
funkcija nima ekstrema.

(j) Resitev sistema

1 1 e
(§x+§y2+1):0 in f,(r,y) =2e2y=0

(NI

fo(z,y) =€

je stacionarna tocka T'(—2,0). S pomoc¢jo drugih parcialnih odvodov
funkcije preverimo, da je v tej tocki lokalni minimum.

(k) Resitev sistema
folz,y) = e“":(:lt2 + 2z + 2y2) =0 in fy(z,y) =4ye" =0

sta stacionarni tocki 77(0,0) in T5(—2,0). V toc¢ki T3 je lokalni mi-
nimum funkcije, v tocki T, pa ni ekstrema.
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Poglavje 5

Verjetnostni racun

5.1 Verjetnost slucajnega dogodka

1. Hkrati vrzemo 2 (poSteni) igralni kocki. Izracunajte verjetnost, da je

(a) vsota pik na obeh kockah je sodo $tevilo,

(b) produkt pik na obeh kockah je veéji od 7.

Resitev. Verjetnost racunamo kot kolicnik P = = kjer je n Stevilo vseh
izidov in m $tevilo ugodnih izidov za dani dogodek. Pri metu dveh kock
je stevilo vseh izidov (to je parov (1,1),(1,2),...,(2,1),(2,2),...,(6,6))
enako 36.

(a) Stevilo ugodnih izidov (vsota sodo $tevilo) je m = 18, verjetnost
_ 18
P = 36

(b) Stevilo ugodnih izidov (produkt vedji od 7) je m = 22, verjetnost

_ 2
p=2

2. V gkatli imamo 15 kroglic, ostevil¢enih od 1 do 15. Iz 8katle (na slepo)
potegnemo eno kroglico. Kolik$na je verjetnost, da Stevilo na izbrani
kroglici

(a) ni vedje od 12,
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(b) je manjse od 5,

(¢) ni vedje od 157

Regsitev. 1zid je §tevilo i (1 <1 < 15) na izbrani kroglici, §tevilo izidov
jen =15.

(a) m=12, P=2
(b) m =5, P:%

(¢c) m=15, P=1=1
Da bo stevilo na izbrani kroglici kve¢jemu 15 je gotov dogodek.

3. Na loteriji je 5000 listkov, vsak izmed njih stane 10 €. Eden izmed njih
zadene 200 €, Stirje po 100 €, 10 listkov zadene po 40 €, 20 po 20 €,
150 po 10 €in 300 po 2 €. Koliksna je verjetnost, da z nakupom enega
listka

(a) nimamo izgube,

(b) zasluzimo?

Resitev. n = 5000 (Stevilo listkov).

(a) Stevilo ugodnih izidov je §tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 10 B, m =

. p_ 185
185; P = =000
(b) Stevilo ugodnih izidov je tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 20 E, m =
3b; P = %

4.V prvi skatli je 10 kroglic, oStevil¢enih od 1 do 10; v drugi Skatli je
10 kroglic, osteviléenih od 11 do 20. Iz vsake Skatle potegnemo po eno
kroglico. Koliksna je verjetnost, da je vsota Stevil na izbranih kroglicah

(a) enaka 24,
(b) ni manjsa od 12,

(c) ni vecja od 207
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Resitev. Moznih izidov (parov §tevil) je n = 100.

m=7 P= %0
(b) m =100, P =1 (Gotovo je vsota vsaj 12.)
m=>5

P=2

5. V gkatlici z zvecilnimi gumiji imamo 7 paketkov ’Softy’, 9 paketkov
'Cunga-Lunga’ in 4 paketke 'Bazooka’ zvecilnih gumijev.

(a) Izvletemo eno paketek. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali ’éunga—
Lunga’?

(b) Izvle¢emo eno paketek. Kolik$na je verjetnost, da smo izbrali ’éunga—
Lunga’ ali "Softy’?

(c) Izvle¢emo dva paketeka. Kolik$na je verjetnost, da nismo izbrali
"Softy’?

(d) IzvleCemo dva paketeka. Kolik§na je verjetnost, da smo izbrali kro-
glici "Softy’ in "Bazooka’?

(e) Izvle¢emo tri paketke. Kolik$na je verjetnost, da smo izbrali 2 pa-
ketka 'Bazooka’ in en paketek 'Cunga-Lunga’ ?

(f) Izvleemo tri paketke. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali vsaj
en paketek 'Softy’?

Opomba: Naloge so vzorcéne. Tako kot paketke, lahko izbiramo karkoli
(kar zahteva naloga), na primer: kroglice, zahtevane karte, Studente, ki
so opravili izpit z doloc¢eno oceno, kakovostne ali nekakovostne izdelke,

Resitev.

(a) n=20, m=9, P=4

(b) n=20, m=9+7 P=1
() n=(3), m=(3), P=§
(d) n=(3), m=7-4, P=4
() n=(3), m=0)9 P=x5



(f) Verjetnost nasprotnega dogodka (nobena izvle¢en paketek ni ’Softy’):

n=(3), m=(5), P=3%

Verjetnost danega dogodka (vsaj ena izvle¢ena kroglica je bela):

_ D __ 427
P=1-p=4

6. Izpit je opravljalo 90 Studentov. 15 jih je opravilo izpit z oceno vsaj 8§,
20 jih je dobilo oceno 7, 35 pa oceno 6. KaksSna je verjetnost, da trije
nakljuc¢no izbrani Studentje niso opravili izpita?

Resitev.
T.n= (930)’ m = (230)7 P = %

5.2 Verjetnost vsote in produkta ter pogojna
verjetnost

1. Verjetnost, da pri metu (nepostene) igralne kocke pade Sestica, je %; vsi
ostali izidi (pade od 1 do 5 pik) so enako verjetni. Izracunajte verjetnost,

da pri metu taksne kocke
(a) padejo vsaj 3 pike,
(b) pade stevilo, ki je veckratnik Stevila 2 in 3.

(c) pade $tevilo, ki je veckratnik Stevila 2 ali 3.

Resitev. Oznacimo z D; dogodek ,pade ¢ pik*.
Zeleni dogodek je vsota nezdruzljivih dogodkov.

(a) P(D3)+ P(Dy)+ P(Ds) + P(Dg) =3 +3-2 =1
(b) Stevilo, ki je deljivo z dva in s tri je Stevilo Sest. P(Dg) = +

(¢) P(D2)+ P(Ds) + P(D4) + P(Dg) = 3% + 5 = 15
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2. Dvakrat zaporedoma vrzemo (poSteno) igralno kocko. Izra¢unajte verje-
tnost,

(a) nismo vrgli petice,

(b) nismo vrgli niti dve niti tri.

Resitev. Zeleni dogodek je produkt neodvisnih dogodkov.

(b) P=5-5=1%

3. Nakljuc¢no izberemo $tevilo med 1 in 999. Kolik3na je verjetnost, da je
izbrano Stevilo deljivo

(a) s 4,
(b) s 3in s 4,
(c) s3alisd4,
(d) s3alis4alisbh?

Resitev. Oznacimo z D; dogodek ,izbrano stevilo je deljivo z .

(a) P(Dy) = 2 (Stevilo ugodnih je: 22 = 249)

(b) P(Ds-D,) = P(Dyy) = 3

~ 999
Dogodka nista neodvisna.

Dogodka nista nezdruzljiva.
(d) P(D3+Dy+Ds) = P(Ds3)+P(Dy)+P(Ds5)—P(Ds-Dy)—P(Ds-Ds)—
333 , 249 , 199 83 66 49 _ 583
—P(Dy-Ds) = 555+ 500 + 900 — 999 — 995 — 995 = 906

4. Prva Skatla vsebuje 4 rdece in 8 modrih krogel, v drugi skatli je 7 rdecih
in 5 modrih krogel. 1z vsake Skatle izvleCemo eno. Izracunajte verjetnost,
da smo izvlekli

(a) 2 modri krogli,
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(b) krogli razli¢nih barv,

(c) krogli iste barve.

Resitev. Oznac¢imo dogodke:

Ry ,jiz prve Skatle smo izvlekli rdeco kroglo®,

My iz prve skatle smo izvlekli modro kroglo®,

R iz druge Skatle smo izvlekli rdeco kroglo®,

M iz druge skatle smo izvlekli modro kroglo®.

Dogodki z indeksom 1 in 2 so medsebojno neodvisni.
(a) P(MlMg):% 5 — 40

12 144

(b) P(Rl'M2+M1-R2):14_2.%_|_%,1_72:%
(c) P(Ry-Ry+ M- My) = 4. L 43,5 _ 6

5. Verjetnost, da zarnica v dolocenem dnevu pregori, je 0.02. Izracunajte
verjetnost,

(a) da bo zarnica gorela brez napake vsaj 50 dni,

(b) da bo 7arnica pregorela 30 dan.

Resitev. Oznac¢imo dogodke:
F; stroj se i-ti dan pokvari“, P(F;) = %0,

F; ,stroj se i-ti dan ne pokvari, P(F}) = %_

Dogodka, ki se zgodita ob razlicnih dnevih, sta neodvisna.

(a) P(F’lF’gFgFTg,()) = (%)50

(b) P(F\FyFs.. . FyrFas) = (155)* - 135

100

6. Hkrati vrzemo dve igralni kocki. Koliksna je verjetnost,

(a) da na obeh kockah hkrati pade 5 pik,

(b) da na obeh kockah hkrati pade 5 pik, ¢e vemo, da je vsota pik vecja
od 8,

(c) da je vsota pik na obeh kockah manjsa od 8,
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(d) da je vsota pik na obeh kockah manj3a od 8, ¢e vemo, da je na prvi
kocki padlo manj kot 4 pike?

Resitev. Oznac¢imo dogodke:

P, (Ps;, P-;) ,na prvi kocki pade i (>4, < 1) pik,

D; (Ds;, D;) ,na drugi kocki pade ¢ (>4, < i) pik®,

Vi (Vai, Vi) wsota pik je i (>4, <)~

Dogodek na prvi kocki je neodvisen od dogodka na drugi kocki.

(a) P(PsDs) = 55

(b) P(PsDs5/Vsg) = %. Verjetnost, da na obeh kockah hkrati
pade 5 pik in je vsota pik vedja od 8 je: P(PsDsVsg) = %. Verje-

tnost, da je vsota pik vedja od 8 je: P(Vig) = 50 P(PsDs/Vss) =
P(P5D5V>8) 1

P(Vsg) 10
(c) P(Ves) = 55
(d) P(V_g/P-y) = % Verjetnost, da na prvi kocki pade manj

kot 4 pike in je vsota pik manjsa od 8 je: P(V_gP4) = %. Verje-

tnost, da je vsota pik manjsa od 8 je: P(V_g) = g—é P(PsDs5/V.g) =
P(P5D5V>8) __ 15

P(Vsg) 21

7. V skatli je 10 belih 6 rdecih in 4 ¢rne kroglice. Hkrati izvlecemo iz Skatle
2 kroglici. Koliksna je verjetnost,

(a) da sta obe izvleceni kroglici rdefe barve, ¢e vemo, da nobena ni
bela,

(b) da sta izvleceni kroglici razli¢nih barv, ¢e vemo, da nobena ni bela,

Regsitev.

(a) Zaradi pogoja ,nobena ni bela“ lahko razmisljamo, kakor da bela
kroglic ni v skatli.
po O
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8. Verjetnost, da bo izdelek prvovrsten je 0.4; verjetnost, da bo neuporaben
je 0.05. Izracunajte verjetnost, da bomo kupili

(a) prvovrsten izdelek, ¢e vemo, da je uporaben,

(b) neuporaben izdelek, ¢e vemo, da ni prvovrsten.

Resitev. Oznac¢imo dogodke:
F jizdelek je prvovrsten“, P(F) = 0.4,
U ,jzdelek je uporaben“, P(U) = 0.95,
U ,jizdelek je neuporaben®, P(U) = 0.05.
_ PFU) _ PF) _
F

(b) P(U/F) =555 = 55 = 0,083
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