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Poglavije 1
Odvod

1.1 Odvod, geometrijski pomen odvoda,
priblizno rac¢unanje

1. Izracunajte odvode naslednjih funkcij:
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Resitev.
(a) e funkcijo preoblikujemo: f(z) =323 —x +2+ 27! — 2272
e odvajamo:

Fla)=3-32""— 140+ (-Da " =2 (=2)z7 > =

=922 —1—224+ —

(b) e funkcijo preoblikujemo: f(z) =z — 2z~! + 2272
e odvajamo:

fllo)=1=2-(=Da """ 42 (=2)27>' =

=1+4+2272 4273

oo
|

DO

8
N[

(c) e funkcijo preoblikujemo: f(z) = 3z

e odvajamo:

(d) e funkcijo preoblikujemo: f(x) =

e odvajamo:

(e) odvajamo kot produkt:

fl(z) = (2> +3)Inz+ (2° + 3)(Inz) = 32 Inz + (2° + 3);

(f) odvajamo kot koli¢nik:

,« (nz)e” —Inz(e®) +e* —Inze” 1 Inz

(g) odvajamo kot posredno funkcijo

f'(z) = 11(22* +52—6)'°(22* +- 52 —6)' = 11(22* + 52 —6)'"(4x+5)

(h) e funkcijo preoblikujemo: f(x) = 6(3 — 2z + x2)_%
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e odvajamo kot posredno funkcijo:

-3
f'@)=6- (322 + 2?73 = 20+ 2?) =

_6. _73(3 2 a?) 320 —2) = —18(3 — 20 + 22) " F(z — 1)

()

[SIES
+
N

Fi@) = W (VT + (o 1y = 2 2D

1 1
_ WE+2\/$+1 _ 1
Ve+vr+1 o 2y/x(x+1)

(j) e funkcijo preoblikujemo: f(z) = 22 + arctan(z2)
e odvajamo:

1 1 1
"2)= 272 + ———(22) =
Fa) = ot o)

11 1
PN A N

(k) odvajamo kot produkt

fl(x) = (e*)(2® — 22+ 2) + **(2* — 22 + 2) =

= e*2(2% — 20 +2) + (22 — 2) = 2e¥(2® —x + 1)
(1) e funkcijo preoblikujemo: f(x) = elr@sine

e odvajamo kot posredno funkcijo:

fl(z) = e (Ing - sinz) =

= TSN (Zgin g + In 2 cos x)
T

1
(m) e funkcijo preoblikujemo: f(z) = en®®?
e odvajamo kot posredno funkcijo:

1
fl(z) =" (Inz -

NI

) =
11 1
= (Zp3 4 Ingsa?) =
T

Inz

~ 1
=N e



2. Izracunajte odvode funkcij in vrednost odvoda v dani tocki a:

(a) fa) = VBZ T 62T, a=-1
(b) f(z) =tan(—3z+3), a=1
(C) f(l’) = xg;?z, a =
(d) f(z)= ﬁl, a=
Resitev.
(a) 1
f/<37> = 5(3332 + 6x — 7)7%(33;2 1 61 — 7)/ _
= %(3332 + 62 — 7)75 (62 4 6)
f'(—=1)=0
(b) 1 .
f(z) = (COS(—3JI—{—3))2(_3ZE+3) = (cos(—3z + 3))2
fi(1)=-3
()
fl(@) =B +In2-2%)e ™ — (2° +2%)e "
f(0)=In2-1
(d)
(Vo +1)?
fay=1

3. Preverite, da funkcija f(z) = i(arcsinz)? ustreza enachbi

(1—a?)f" (@) - af'(2) = L,



Opomba. Razumemo, da veljavnost enacbe preverjamo tam, kjer je
funkcija f definirana in dvakrat odvedljiva, to je za x € (—1,1).

Resitev.

e [zra¢unamo prvi in drugi odvod funkcije f:

1 .
f/(l') = 52 arcsin x(arcsin x)’ = aresmy — arcsinx(l _ I2)7%

V1—a22

] :
f"(x) = (arcsinz) (1—2%) 2 +arcsin 2((1—22) "2’ Ty

:1—x2 (1—x2)3

e Dobljena odvoda vstavimo v enacbo:

1 T arcsin x 1
1— a2 —garcsinz(l —23) "2 =1
( >(1_x2+ (1_952)3) (1-at)t=1,
preuredimo
1+ LA _ rarcsin (1l — :UQ)’% =1

VA

in vidimo, da je identi¢no izpolnjena za vsak x z intervala (—1,1).

4. Pokazite, da se funkciji f(z) = (tan(2z))? in g(z) = m na intervalu

(=7, 7) razlikujeta le za konstanto. Izracunajte to konstanto.

Opomba. V tej nalogi z odvodi preverimo znano zvezo med kotnima

funkcijama cos in tan: = (tanx)? + 1.

1
(cos )2

Regsitev.

e Ce imata funkeiji f in g na nekem intervalu enaka odvoda, se na
tem intervalu razlikujeta le za konstanto, torej f(z) = g(z) + C.

m™ T

e Dani funkciji sta na intervalu (=7, 7) odvedljivi. Preverimo enakost

njunih odvodov:

o 1  4(sin(2x))?
flw) = 2tan(22) (cos(22))2”  (cos(27))3
4(sin(2z))?

g (z) = —2(cos(2z))*(—sin(2x))2 = (cos(20))?



e Konstanto C' dobimo s primerjavo vrednosti funkcij f in ¢ v eni
izmed tocki z danega intervala. Izberemo z = 0. Potem f(0) =

tan0 =0, g(0) = m =1in f(z) =g(z) — 1.

5. ZapiSite enacbo tangente na krivuljo y = 22 — 5x + 12 v tocki z absciso
T = D.

Resitev.
e Enacba tangente v tocki (xg, yo) ima obliko y — yo = v/ (o) (x — x0).
o 79 =5, yo=y(5)=12
o y(x)=2x-5, y(5) =5
e cnacba iskane tangente: y — 12 = 5(x — 5) ali y = bz — 13.

6. Zapisite enacbi tangente in normale na graf funkcije f(x) = tan(2z) v
koordinatnem izhodiscu.

Resitev.

e Enacbo tangente is¢emo v obliki y — yo = f'(xo)(x — x0), enacbo
normale v obliki y — yy = ﬁwlo)(z — xp).

e 1p=0, yp=tan0=20
o f(2) = p2 J10)=2

e cnacba tangente: y = 2x

e cnacba normale: y = —%x

7. Zapisite enacbi tangente in normale na graf funkcije f(z) = e~ v tocki
z absciso rg = 1.

Resitev.

e xp=1 y=f(1)=e"=1
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o f'(x)=e""(=22), f(1)=-2
e enacha tangente: y — 1= —2(x — 1) aliy = -2z + 3

e cnatba normale: y —1=3(z —1) aliy = 32 + 5

8. Dolocite tangento na parabolo y = —952—3“3

Yy =x.

, ki je vzporedna premici

Resitev.
e Vzporedne premice imajo isti koeficient. Koeficient dane premice je
1, torej je tudi koeficient iskane tangente (y'(zo)) enak 1.

e [3¢emo tocko zg, ki ustreza y'(zg) = 1: reSitev enacbe y/'(z) =
2x—1=1jex=3.

e iskana tocka: zp =3, yo=1y(3) =1

e iskana tangenta: y — 1 =x — 3

9. Dolocite smerni koeficient k tako, da se bo premica y = kx — 3 dotikala
parabole z ena¢bo f(z) = 2 +x—2 in izraunajte koordinati dotikaligca.

Resitev.

e Premica je tangenta dane parabole v tocki, katere abscisa ustreza
enacbama y(z) = f(z) in f'(x) = kali kz —3 =22 +2 -2 in
2v+1=k.

e Gornji sistem ima 2 reSitvi: x1 =1, ki =3 inxzy=—1, ky=—1

o Ce k = ky = 3, sta koordinati dotikalisca (1,0) in enacba tangente
y =3z — 3. Ce k = kg = —1, sta koordinati dotikalis¢a (—1, —2) in
enacba tangente y = —x — 3.

10. Zapisite enac¢bo tangente na elipso z enacbo ;—2 + :Z—j =1 v tocki (xo, o).

11



Resitev.

e Gornja polovica elipse je graf funkcije y = by/1 — ﬁ—;

b T b2

y'(r) = —a—z\/l—j, Y (o) = —
a2

b2 zg

Enacba tangente: y —yo = — 71

zo

Yo

(x —x0) ali =30 + 4 =

e [sto enacbo dobimo za spodnjo polovico elipse, ¢e i§¢emo enacho

tangente na graf funkcije y = —b

1-— 2—5 v tocki (xg, yo).

11. Z uporabo L’Hospitalovega pravila izra¢unajte limite:

Vr+3-3

V2r+4-4

(1—e®) sinz
22

hmxg,(;

hmx_,o

In(sin 3z)
In(sin 2x)

hmxg,o
lim, o0 (22 + 22)e™*
lim, ,oz?Inz

. 1
lim,_,; z1-=

Resitev.

Ce v ulomek vstavimo z = 0, dobimo nedolocen izraz %. Rac¢unamo:

lim Vz+3-3 = lim (Vz+3-3)’ — lim V2i44d 4

T0 Varad v=6 (VEera-1y 26 2243 6
. 1—e®)sinz . —e®sinxz+(1—e®) cosx . —2e® —si
hrnxﬂo % — hmzﬂo 2(x ) — hmxﬂo e co;a: sinz __
—1
Ulomek je oblike 2.
1 In(sin3z) _ ; 3cos3z | 1; sin2x __ 373 cos2z-2
hmxﬂo In(sin2z) hmxﬂo 2 cos 2z hmxﬂo sin3z =~ 2 hmxﬂo cos3x-3 1

Produkt (22 + 2z)e zapisemo kot ulomek

2 . . .
T2 i je oblike 2.
er ) 00

i 2?42z 2242 _ q: 2
hmx—>oo o = hmx_mo e hm:ﬂ—>oo 5= 0
i Inz _ 1; T 22
lim, o =5 = lim, 0 5= = lim, 0% =0
3 -z __ 71: -1
lim, oy 3 = lim, .y — = —1

! 1 i Inx
I = =1 e _ Jlime -
hmx_,l rl-z = hmx—>1 enxl_z — elmz 115 — e 1

12



12. Z uporabo diferenciala ustrezne funkcije priblizno izrac¢unajte vrednosti:

(a) V7.9
(b) sin 29°

Resitev. Vrednost funkcije blizu kaksne ,lepe” tocke a ocenimo z vred-
nostjo na tangenti funkcije skozi tocko (a, f(a)); to je z uporabo formule

fla+h) = f(a)+ f'(a)h.

(a) f(z) =&, a=8 h=-01, f(x)=13a73, f(8)=2 f(8)=
5, [(79)~2-01%

0) J(@) = sine, a =5, b= g5 flo) = cose S(F) =3 ['(F) =
V3

13. Zapisite Taylorjev polinom tretje stopnje za funkcijo f v okolici dane
tocke a:

fla)
1

(m—a)—i—%(w—aﬁ—i—--“ﬁ-

Ty(x) = f(a) +
(a) fl(x) = (=222 + 2+ 3)e™®, f'(x)= (222 —5x—2)e ", [f"(x)=

(—22% + 92 — 3)e™”

f(0)=0, f(0)=3, f"(0)=-2, f"(0)=-3
Ty(z) = 3z — 2? — 328

(b) Tp(z) = —1—(x+ 1) — (x+1)® — (x +1)°
() Tp(w) = (x = 1) + 3(x = 1)* + Gz = 1)°

13



14. Dani polinom razvijte po potencah dvoélenika (x — a), ¢e je:

(a) p(x) =a2® - Ta*+5x—2, a=—2
(b) p(z) =2 — b2 — 222 +Tx -1, a=1

Resitev. Polinom razviti po potencah dvoclenika (z—a) pomeni zapisati
ga kot njegov Taylorjev polinom (iste stopnje) v okolici tocke a. Ostanek
v Taylorjevi formuli je v tem primeru enak 0.

(a) p'(x) =3x* — 14z +5, p'(x)=6x—14, p"(x)=6
p(—=2) = —48, p'(=2) =45, p"(-2)=-26, p"(-2)=6
p(x) = Tp(x) = —48 + 45(x + 2) — 13(x + 2)% + (z + 2)°

)? —

(b) p(z) =Ty(z) = —8(x —1) — 11(x — 1 (x =1+ (z—1)*

g~

1.2 Analiza funkcij

1. Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcij:
(a) f(x) =223 — 32?
(b) f(z) = =

Resitev. Stacionarne tocke funkcije f so resitve enacbe f'(x) = 0. V
stacionarni tocki z je lokalni maksimum, ¢e je f”(x¢) < 0. V stacionarni
tocki xg je lokalni minimum, ¢e je f”(xq) > 0.

(a) o f'(x)=62>—6x, f'(zv)=122—6
e stacionarni tocki: xr1 =0, x5 =1
o f"(x1) =—6 <0, v tocki z1 je lokalni maksimum
f"(x2) =6 >0, v tocki x; je lokalni minimum

2 —2z(3—x2
(b) o fi(x) = (fJFT)z, f'(x) = W
e stacionarni tocki: xy = —1, zo =1

o f"(x1) =3 >0, v tocki z; je lokalni minimum
f"(x2) = 3t <0, v totki z; je lokalni maksimum

14



2. Poiscite intervale narascanja in padanja naslednjih funkcij:

(a) f(z) =2+ 1
(b) f(z)= (a2 —3)e™

Resitev. Funkcija f narasca, kjer je f'(x) > 0 in pada, kjer je f'(z) < 0.
(a) o fl2)=1-1
e stacionarni tocki: x1 =1, 9= —1
o f'(x) >0: (—o0,—1)U(1,00) interval narascanja

f'(x) <0: (=1,0)U(0,1) interval padanja (Opomba: funkcija
v tocki 0 ni definirana)
(b) e f'(x) =e " 2(4 — 2?)
e stacionarne tocke: x; =0, x9= -2, x3=2
o f'(z)>0: (—o00,—2)U(0,2) interval naras¢anja
f'(x) <0: (—2,0)U (2,00) interval padanja

3. Poiscite ekstreme funkcije f(x) = xe™* in zapisite intervale, kjer je funk-
cija narascajoca in kjer padajoca.

Resitev.
o fllry=e®—xe®=€e""(1—21)
fflz)=—e"(1—2)—e " =e"(x—2)

e stacionarna tocka: x; = 1
(1) = —e7t <0, v tocki z; je lokalni maksimum

e interval narascanja: f'(z) > 0: z < 1 ali (—o0, 1)
interval padanja: f'(z) < 0: z > 1 ali (1, 00)

4. Poiscite intervale konveksnosti in konkavnosti naslednjih funkcij:

(a) f(z)=a*—42% — 1822 + 27
(b) f(z) = 2*+Ina?

15



Regsitev. Funkcija f je konveksna, kjer je f”(z) > 0 in konkavna, kjer je
f"(x) < 0. Prevoji so tiste nicle drugega odvoda, v katerih ta spremeni
predznak.
(a) o f(x)=4x® —122% — 36z, [f"(x)=122% — 242 — 36
e prevoja: 1 =3, To = —1
o () >0: (—o0,—1)U(3,00) interval konveksnosti
f'(x) <0: (—1,3) interval konkavnosti
(b) o flx)=20+2, f'(z)=2-3%
e prevoja: x1 =1, x9=—1
o f"(x)>0: (—o0,—1)U(1,00) interval konveksnosti
f(x) <0: (=1,0)U(0,1) interval konkavnosti (Opomba:
funkcija v tocki x = 0 ni definirana)

5. Za vsako od danih funkcij dolocite

e definicijsko obmocje, obnasanje funkcije na robu definicijskega ob-
mocja
e nicle, intervale pozitivnosti in negativnosti

e ckstreme, intervale narascanja in padanja

e prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti

ter skicirajte njen graf:

16



Resitev.

(a)

Dy =R, lim, .o f(z) =00, lim, . o f(z)=—00

f(z)=0: x19=—2, x3=2nicle

f(z) >0: (2,00) interval pozitivnosti

f(z) <0: (—o0,—2)U(—2,0) interval negativnosti
f'(x) =32 +4x —4, f'(z)=6x+4

fllx)=0: z4=-2, x5= % stacionarni tocki
f"(x4) = =8 < 0, v tocki x4 je lokalni maksimum
f"(z5) = 8 > 0, v tocki x5 je lokalni minimum
fi(@) >0: (—o00,—2)U(3,00) interval naras¢anja
f'(x) <0: (—2,2) interval padanja

f'(x)=0: xg=—2 prevoj

f"(x)>0: (—%,00) interval konveksnosti

f"(x) <0: (—o0,—2) interval konkavnosti

Dy =[0,2], f(0)=0, f(2)=0

f(x)=0: x, =0, xo=2nicli

f(z) >0: (0,2) interval pozitivnosti

Funkcija ni nikjer negativna.

F'@) = 52 ') = g

f'(x) =0: x3 =1 stacionarna tocka

f"(x3) = —1 < 0, v tocki x5 je lokalni maksimum

f'(x) >0: (0,1) interval naras¢anja

f'(x) <0: (1,2) interval padanja

f"(x) = 0: enacba nima resitev, funkcija nima prevojev

f"(x) < 0: povsod v notranjosti definicijskega obmodja, funk-
cija je povsod konkavna

Dy = R\ 0, definicijsko obmo¢je racionalne funkcije je realna
os brez polov, to je nicel imenovalca.

lim, oo f(z) = 00, lim, ., o f(x) = —00,

lim, o+ = —o0, lim,_g- =00

flz)=0: x;=—-1, x9=1nicli

f(z)>0: (=1,0)U(1,00) interval pozitivnosti
f(x) <0: (—o0,—1)U(0,1) interval negativnosti
f’(a:) _ xi—é—lj f”(fL’) _ ;_??

f'(x) = 0 enac¢ba nima resitev, funkcija nima stacionarnih tock.
f'(x) > 0 povsod na definicijskem obmodju, funkcija povsod na
definicijskem obmocju narasca

17



e f"(x) = 0: enacba nima resitev, funkcija nima prevojev, drugi
odvod spremeni predznak v polu
f"(x) >0: (—o00,0) interval konveksnosti
f"(x) <0: (0,00) interval konkavnosti

e Dy =R, lim, . f(z) =00, lim, . o f(z)=0

r1 = L nicla

e f(z)=0 2
f(z) >0: (3,00) interval pozitivnosti
f(z) <0: (—o0,3) interval negativnosti
o f'(x)=(8x—2)e"™,  f'(x) = 32ze'* >
f'(x) =0: z, = stacionarna tocka

f"(z2) = 8% > 0, v tocki x5 je lokalni minimum

f'(x) >0: (4,00) interval naras¢anja
f'(z) <0: (—o0,1) interval padanja

o f"(x)=0: x3=0 prevoj
f"(x) >0: (0,00) interval konveksnosti
f’(x) <0: (—o00,0) interval konkavnosti

o Dy =(0,00), lim, .o f(x) =00, lim, o f(x)=0
e f(z)=0: z; =1 nicla
f(x) >0: (0,1)U(1,00) interval pozitivnosti
Funkcija ni nikjer negativna
o fl(x)=(nz)*+2nz, f'(z)= w
f(x)=0: xy=e2 x3=1 stacionarni tocki
e% < 0, v tocki x5 je lokalni maksimum
> 0, v tocki x5 je lokalni minimum

=
/\\/-\
S
w
S—
I
DO |

f(x)>0: (0,e?)U(1,00) interval narascanja

f'(z) <0: (e?,1) interval padanja
o f"(x)=0: z4=e""! prevoj

f"(x) >0: (e', 00) interval konveksnosti

f"(z) <0: (0,e7!) interval konkavnosti
e Dy =(—10,10), lim, . 10 f(z) = —o00, lim, .10 f(z) = —00
e f(z)=0: x,=—V99, x5=+/99 nicli

f(z) >0: (=v99,v99) interval pozitivnosti

f(z) <0: (=10,—/99) U (v/99,10) interval negativnosti
¢ )= i ) =

f'(x) =0: a3 =0 stacionarna tocka

f(x3) = —155 < 0, v tocki a3 je lokalni maksimum

f'(x)>0: (—10,0) interval naras¢anja

f'(x) <0: (0,10) interval padanja

18



e f”(x) = 0: enacba nima resitev, funkcija nima prevojev
f"(x) < 0 povsod na definicijskem obmocju, funkcija je povsod
konkavna

i

Slika 1.1: f(z) = 2% + 22? — 42 — 8

Slika 1.2: f(x) = V22 — 22
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Slika 1.3: f(z) = ©=1

Slika 1.4: f(z) = (2x — 1)e?*™

20



Slika 1.5: f(z) = z(Inz)?

Slika 1.6:

f(z) = In(100 — 2?)
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1.3 Optimizacijske naloge

1. Poisc¢ite najvecjo in najmanjsSo vrednost funkcije f na danem intervalu:

=25 [-1,2]

= :fﬁ’ []_,OO)

f(z)
f(x)
f(x) =In(2? + 2z + 3), [-2,20]
f(@) = V100 — 22, [-6,8]

Resitev. Odvedljiva funkcija na danem (zaprtem) intervalu doseze naj-
vecjo in najmanjSo vrednost bodisi znotraj intervala v stacionarni tocki

.....

nosti:

Poisc¢emo stacionarne tocke znotraj intervala.

[zra¢unamo funkcijske vrednosti v teh stacionarnih tockah.

[zrac¢unamo funkcijski vrednosti v krajiscih intervala.

Med izra¢unanimi funkcijskimi vrednostmi izberemo najvecjo ( fiax)
in najmanjso (fiin)-

@ £ = 2%
stacionarna tocka: 1 =0; f(0) =5
f-1) =3 f@)=1
fmax = f(()) = 57 fmin - f(2) =1

fl?3 $2
(b) fla) = st
Funkcija nima stacionarnih toc¢k na intervalu [1,00).
f(1) =1, lim, . f(z) = 0o (Ce je dani interval odprt, funkcijsko
vrednost nadomestimo z limito.)

fmax ne obstaja, fum = f(1) =3

() f'(@) = 25505
stacionarna tocka: 1 = —1; f(—1) =1In2
f(=2) =1n3, f(20) =1n443
fmax = f(20) =1n443, fom = f(—1) =1n2
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(@) f@) = s
stacionarna tocka: x; = 0; f(0) =10
J(=6) =8, [(8) =0
fmax = f(O) - 107 fmin - f(8) =06

2. Na osi x poisc¢ite taksno tocko X, da bo vsota kvadratov oddaljenosti te
tocke do dveh danih tock A(0,3) in B(4,5) minimalna.

Resitev. Vsota kvadratov oddaljenosti tocke X (z,0) od tock A(0,3) in
B(4,5) je F(x) = 22 + 9 + (x — 4)? + 25. Is¢emo najmanjSo vrednost
(globalni minimum) funkcije F(z) = 2%+ 9 + (z — 4)? + 25 na celi realni
osl:

F'(z) =22+ 2(x — 4),

stacionarna tocka: xy = 1,

v tocki zy = 1 je lokalni in globalni minimum funkcije F'.

3. Pois¢ite mere bazena s kvadratnim dnom in prostornino 32m3, da bomo
za obdelavo njegovih sten porabili najmanj materiala.

Resitev. Stranica kvadrata (dna) naj bo a, globina bazena b. Potem
je volumen bazena V = a*h = 32 in b = QKQ Povrsina sten bazena je
a? +4ab = a* + 2°. Is¢emo najmanjSo vrednost funkcije F(a) = a? 4+ 2~
na intervalu (0, 00). V tocki a = 4 je lokalni in globalni minimum funkcije

F'. Mere bazena so: stranica kvadratnega dna 4m, globina 2m.

2

4. Poiscite najvecji ¢len zaporedja, podanega s splosnim ¢lenom a, = —57555.

Regsitev.

e Poigemo najvecjo vrednost funkcije f(z) = zgfr—zoo na intervalu
[1,00). Ta je v tocki zg = +v/400.
o Ker je 7 < v/400 < 8, izracunamo a; = —%

o 543
clen je ar = 5.

in ag = %. Najvecji
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5. Neznano koli¢ino x smo izmerili n-krat in dobili vrednosti x1, zs, ..., x,.
Pri kateri vrednosti z-a bo vsota kvadratov napak

fl@) = (z—21) + (@ —22) + - + (z = za)’
najmanjsa?’
Resitev. [3¢emo najmanjso vrednost (globalni minimum) funkcije f na

celi realni osi. V stacionarni tocki zp = #H2E=Ie je Jokalni in hkrati
globalni minimum funkcije f.
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Poglavje 2

Integral

2.1 Nedoloceni integral

1. Izrac¢unajte nedoloc¢ene integrale:

Regsitev.

(a) [(2z*+2)de = [2%dw+ [2de =% + 22+ C
(b) [ (22° + Tx —3)dr = [ 20°da+ [ Tedz— [ 3de = 2 [ 2°da+T [ wdo—

6

dex:%—l—%xz—?)x—i-c

(¢) [(3yx —5)dzr =3 [x2de —5 [de =3z% — 55+ C
(d) [ () de = (32— D)de = [(3a' = T)de = % —Te+C

(e) [(aVa?+ 2)de = [(wa5 + 22 )dw = [(a5 + 2277)

6

=+ C

25
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£y [ (2x3—3 dz f 2x3dz f 3dx f 2x3dx —[ ?:L%w = f23:%d:c—f 3¢5 dr =

§$° —i——:r;o —|—C

2. 7 uvedbo nove neznanke izrac¢unajte nedolocene integrale:

(a) [ (3z+5)1%dz
) [z
(c) f 56;5
(d) [ *+3da
(e) [2xe™ +dx
(f) [3zcos(32% — 1)dx
(8) [ Hrde
(b) [iEde
O et
)

Resitev.

(a) Nova neznanka je t = 3z + 5, dt = 3dxz. Torej je [ (3z +5)'%dx =
L[ 1004 — L0y 0= L (3 4 5)100 4 ¢

(b) Nova neznanka je t = 4z — 7, dt = 4dz. Iz tega sledi [ ;2
if% = ift‘ldt: }Lln|t|+C’: iln\4x—7|+0

(c) Nova neznanka je t = 6z — 5, dt = 6dx. Potem je f \g,/gfi_g) =
B4 =417t = 513+ 0= 560 -5)3 +C

(d) Nova neznanka je t = bx + 3, dt = 5dx. Potem je [ idr =
t[eldt =it +C = 15f+3+0

(e) Nova neznankaje t = 2?44, dt = 2zdx. 1z tega sledi [ 2ze” Hdx =
[eldt =et +C = e+ O

(f) Nova neznanka je t = 3x? — 1, dt = 6xdz. Iz tega sledi, da je
[ 3z cos(32z? — 1)dz = L [cos(t)dt = Lsint+C = Lsin(322—1)+C

(g) Nova neznanka je t = Inz, dt = . Potem je [fdz = [tdt =
2 In? z
5 T C = 5+ C
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h) Nova neznanka je t = Inz, dt = 9. Potem je gy — [ L5qt =
T 2x 2

t6 C = In® z C
ntl="g +t

(i) Najprej zapisimo ulomek W kot vsoto dveh ulomkov, torej
m = x‘il +-55. Pomnozimo enakost z izrazom (z+1)(z—2).
Potem je 1 = A(:c — 2) + B(x + 1), iz Cesar sledi A+ B = 0 in
—2A + B = 1. Re8imo sistem: A = %1, B = % Iz tega sledi

dx 1 _dx 1 1
f(r+1)(m 2)_3fm+1+ f ——§1n|x+1|+§ln|x—2|+C:
1
3 In ym| +C
§) Kot v prej$njem primeru zapiSemo m = x%s + =5 +2 Ko pom-

nozmo zapisano enakost z izrazom x? + 5x + 6, je 1 = A(x +2) +
B(xz+3). Torej je A+ B =01in 2A+ 3B = 1. Resitev tega sistema

jeB=1inA=—1. Iztegasledi dajefm fx+3+fx+2—

—In(z+3)+In(z+2)+C=In|Z2| 4+ C

3. Z metodo per partes izracunajte nedolocene integrale:

(5z + 7)e3*2dx
(x+1)cosx

J
J
[(z — 5)sinadx
[1
J

=
+

o
=)
5
S,
3

Resitev. Integriranje po delih:

/udv—uv—/vdu

(a) Vpeljemo u = x in dv = e*. Potem je du = dx ter v = e*. Torej je
[ xedr = ze” — [ e"dr = xe* — e + C

(b) Vpeljemo u = 5z + 7 in dv = €*2. Potem je du = Hdz in
v = 3672 Iz tega sledi [(5x + 7)e*2de = £(5x + 7)e* 2 —
[ 3342y = L(5g + )6+ — 3ot 4

(¢) Uvedemo u = x+1 in dv = cos x ter izra¢unamo du = dz, v = sin z.
Potem je [(z+1)cosz = (z+1)sinz — [sinzdr = (v + 1)sinz +
cosxdx + C
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(d) Uvedemo u = x — 5, dv = sinz in izra¢unamo du = dzx ter v =
—cosx. Iz tegasledi [(x—5)sinaxdr = —(x—5) cosz+ [ cosxdr =
—(x —5)cosz +sinz + C

(e) Uvedemo u = In(2z), dv = dx in izratunamo du = %, v = z. Po-

tem je [In(2z)dr = xIn(2z) — [ 2% = zIn(2z) — [do = zIn(2z) —
r+C

(f) Uvedemo u = Inz, dv = z+2 in izraéunamo du = % ter v = %2—|—2x.
Potem je2f(x+2)21nxdx =Znr— [(T+220)% =T Inw— [(2+
2)dr = T Inx — 5 =22+ C

2.2 Doloceni integral

1. Izracunajte dolocene integrale.

Resitev.
(8) [l +5)de = [ adx + [ 5dz = 23+ hafb =1 + 5= 10
() [ (g + 7 —2)dz = [[(@ +o—2)de = B0} + 5 —20)f} =

(335 +2-6)—(3+1-2) =353
(¢) fAe*+ e = (" + Ta) =2+ 14— (e +T) = €2 —e+T

(d) [y sinazde = —cosz[f =2

(e) fog cos xdx = sin :1:|0% =1
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2. 7 uvedbo nove neznanke izracunajte doloc¢ene integrale.

(a) fol vV + ldx
(b) fi ¥
(c) fo (22 + 1)°dz
(d) fol e 3dx
@ [f 1n;xdx
(f)

fl ac2+7ac+12

Regsitev.

(a) V doloceni integral vpeljemo novo spremenljivko t = z+1, dt = dx.
Meji za spremenljivko ¢ sta:
e spodnja meja: ko jex =0, jet =1

e zgornja meja: ko jex =1, je t = 2.
Od tod sledi fo Vi + ldr = fl Vidt = 2(v8 —1).

(b) Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = 22 — 3, dt = 2zdxr. Potem je

de 1L at _ 11 y—25, 1,-111 _ 1 1y 3
ety =t L= ==L, = -4+ ) =3

(¢) Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = 2x+1, dt = 2dx. Torej je f01(2$+
e =3 f} de = 50} = 5(3° — 1) = 4
(d) Uvedemo novo spremenljivko ¢t = 7z — 3, dt = Tdx. Iz tega sledi

fol e 3dy = %f: eldt = Le'|ty = (et —e7®)

(e) Nova spremenljivka je t = Inz, dt = df. Potem je fle lnixdx =
Jyttar =2 =1
0 — 3o~ 3

() [} e 5 =2In5—1n4—1n6
3. 7Z metodo per partes izracunajte dolocene integrale.

(a) fol(?)x + 1)e**dx
(b) [ 3Inzdz

(c) fog x cos 2xdx
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Resitev. Integriranje po delih:

b b
/ udv = uv|’ — / vdu.
a a

(a) Vpeljemo u = 3z + 1 in dv = €. Potem je du = 3dx in v = 3e*".
Sledi fol(3$+1)82m = %(31‘+1)62$|(1)—f01 Serrdy = 2¢* — 1 — 3|} =
B

(b) Uvedemo u = Inz, dv = dz. Potem je du = % in v = z. Sledi

fle?)lnxd:c = zInzl§ —fleda:: e—zlf=e+1

(¢) Uvedemo u = z, dv = cos2z. Sledi du = dz in v = §sin2z.

1

us
: _ 1 2 _
5 sin 2zdr =  cos 2x|§ =

Torej je fog x cos 2xdxr = %[E sin 295|0% — fog
-1-1)= -1

4. Izracunajte posploSene integrale.

Resitev.
(a) 1100 L = limy—.o flb 73dr = limy_oo — 25—} = limyo oo (=25 + 3) =

2

o0 dr __ 1: b dx _ q- b _5 T 2 3
(b) J; = —hmlHoof1 7= —hmb_,ooflx 2dr = limy oo —577 2] =

: 273 | 2 2
hmb_m—gb 2+§:§

(c) fooo e = limy_o fob e 7dr = lmy_oo(—€e )|} = limyoo(—e b +
1) =1.

(d) Najprej izracunajmo integral [ ze~* dz. Vpeljemo novo spremenl-
jivko —22 =t in —2xdx = dt. Potem je

1 1 1
/xe_Ide = —i/etdt: —§et+C: —56_362 + C.
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Iz tega sledi

> 2 b 2
/ ze ¥ dr = lim ze ¥ dx
0

b—oo /)
1 1 1
= lim ——e_z2|8 = lim —=(e” —1) = =.
b—oo 2 b—oo 2 2

2.3 Uporaba integrala

1. Izracunajte ploscino lika, omejenega s funkcijami f(z) = z in g(z) = 22

Slika 2.1: f(z) =z, g(z) = 2?

Resitev. Ker staz; =0
Jo e = a?)de = (5 = )

2 3

2. Izracunajte plosc¢ino lika, omejenega s funkcijami f(x) = 2% — 2x + 1,
g(z) =2 —6x+9iny=0.
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Slika 2.2: f(z) =a? =2z +1, g(z) =2® — 62+ 9
Resitev. Ker je presecisce funkcij z = 2, je plos¢na lika

2 3
pl = / (2° — 2z + 1)dz + / (2% — 6z + 9)dx
1 2

z® 2 2 z? 2 3
:(E—x +x)\1+(§—3x + 92) |3

8 1
—(0—4+2)—(=—1+1

G-442) -G -1+1)

2
+(9—27+27)—(§—12+18):§.

3. Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujejo os x ter funkciji y = —2%+2x+3
iny=—2x+6.
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Slika 2.3: y = —22 4+ 22+ 3,y = —22 +6

Regitev. Iz enakosti —z% + 2z + 3 = —2z + 6 sledi (z — 3)(z — 1) = 0,
kar pomeni, da je presecisc¢e funkcij v tockah x = 3 in x = 1. Torej je
plosc¢ina lika

1 3 28
pl = / (—2% + 22 + 3)dx +/ (—2z +6)dr = 3
_ 1

1

4. Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s funkcijami f(z) = vz — 1, g(z) =
—zr+3iny=0.
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Slika 2.4: f(x) =+vz—1, g(z) =—2+3

Regsitev. Najprej nariSemo grafa funkeij f(z) in g(z) in pois¢emo pre-
secisce funkcij. To pomeni, da enakost v/x —1 = —x + 3 kvadriramo in
dobimo # — 1 = 2% — 6x + 9 oziroma 0 = 2% — 72 + 10. Iz tega sledi

(x = 5)(x — 2) = 0, kar pomeni, da je presecisce funkcij v tocki z = 2.
Torej je ploscina lika

2 3
pl = / Vo — 1dr + / (—z + 3)dx.
1 2
Vpeljemo t = = — 1, dt = dz. Torej je ff VvV —ldr = fol tadt = %t%|é =

2. Izraunajmo Se f23(—:13+3)dx = (—32%+32)]3 = —2+9—(—2+46) =
Iz tega sledi, da je

1
3

17
2 6

Wil o

2 3
p1:/ \/az—ldx+/ (—x+3)dr = - +
1 2

5. Resite diferencialne enacbe:

(a) v =2*+3

(b) 2y'z =y

(c) ¥ (2" +3)° = 2x

(d) vz =In"x

(€) y'(z+5)(—x+4) =y
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Resitev.
(a) Kerje % =22 + 3, je dy = (2° + 3)dx in zato [dy = [(2? + 3)dx.
. . 3
Iz tega sledl, dajey =% +3z+C.
(b) Vidimo, da je d?y = ‘;—i in zato [ d—yy = g—i. Potem je Iny = Inz? +
In C| kar pomeni, da je Iny = In Cx:. Torej je y = Cx.
(c) Ker je %(2?+3) = 2z je dy = il Vpeljemo novo neznanko
t = x2+3 dt = 2zdz. Potem je [ Phmdr = &= [t73dt =
0= % + C. Iz tega sledi, da je resitev diferencialne
enacbe y =&+ +3 +C.

(d) Ker je %x =In’z je dy = %dm. Izra¢unajmo integral [ %dw.

Vpeljemo novo neznanko t = Inz, dt = <. Torej je [ lni’”dx =
[todt = % +C = % + C. Iz tega sledi, da je resitev diferencialne
enache y = @ +C.

(e) Resitev enakosti f @ Mlﬁje Iny = In(z+5)—§ In(—2+
4) 4+ In C oziroma zapisano drugace y = C' (_“;il)%

6. Poiscite tiste resitve diferencialnih enach, ki zado$¢ajo danim pogojem:
(a) y—y'z =2y, y(1) =1
(b) y'e™™ =2 +3, y(0)
(c) ¥ = xcos(3x), y(3)

Resitev.

(a) Vidimo, da je ¢'(z + 2) = y in zato % = xd—fQ. Iz tega sledi, da je
Iny =In(x 4+ 2) +InC. Torej je y = C(x + 2). Ker je podan pogoj

y(1) =1, je 1 = 3C in zato C' = 3. Reitev je y = 3(z + 2).

(b) Ni tezko preveriti, da je y = (z + 3)e®® in zato dy = (v + 3)e**dx.
Z metodo per partes izra¢unamo integral [(z + 3)e®*dz. Uvedemo
uw=x+3in dv = e, Potem je du = dz in v = 5. Sledi

f(x+3) e = (x4 3)e’ — [1e¥dr = (v +3)e™ — e’ + C.

Splosna resitev dlferen(nalne enacbe je y = %(x +3)e’® — 2%6530 +C.
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Glede na podan pogoj y(0) = 1jel =% —5-+C oziroma 1 = 19—1—0
.. 1 b5z
Torej je C' = ==. Resitev naloge je y = (x +3)e’ — e’ 4+ L.

Ker je [dy = fxcos(?)x)dx, bomo [ xcos(3z)dx izracunali s po-
mocjo delnega integriranja. Uvedemo u = x, dv = cos(3x) in zato
du = dx, v = gsin(3x) ToreJ je [xcos(3x)dr = gwsin(3z) —
[ 3sin(3z)dz = txsin(3z) + § cos(3x) + C. Splosna resitev diferen-
malne enacbe jey = lx sm(?m) + %cos(?m) + C. Ker je dan pogoj
y(5) =0,je 0= 5- %sin(ﬂ) + §cos(m) + C oziroma 0 = —5 + C.
Iz tega sledi, da je C' = %. Resitev naloge je y = %:c sin(3zx) +

5 cos(3z) + ;.
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Poglavje 3

Verjetnostni racun

3.1 Verjetnost slucajnega dogodka

1. Hkrati vrzemo 2 (posteni) igralni kocki. Izra¢unajte verjetnost, da je

(a) vsota pik na obeh kockah enaka 6,
(b) produkt pik na obeh kockah manjsi od 6.

Regitev. Verjetnost racunamo kot kolicnik P =, kjer je n Stevilo vseh
izidov in m Stevilo ugodnih izidov za dani dogodek. Pri metu dveh kock
je stevilo vseh izidov (to je parov (1,1),(1,2),...,(2,1),(2,2),...,(6,6))
enako 36.

(a) Stevilo ugodnih izidov (vsota 6) je m = 5, verjetnost P = =

(b) Stevilo ugodnih izidov (produkt manjsi od 6) je m = 10, verjetnost
p=1

36"

2. V skatli imamo 10 kroglic, ostevilé¢enih od 1 do 10. Iz skatle (na slepo)
potegnemo eno kroglico. Kolik$na je verjetnost, da Stevilo na izbrani

kroglici
(a) ni vecje od 6,

(b) je manjse od 10,
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(c) ni vedje od 107

Resitev. 1zid je stevilo ¢ (1 <14 < 10) na izbrani kroglici, stevilo izidov
je n = 10.

(a) m
(b) m

(c)

6

6, P=1;
9

9, P=1

=10, P=1
Da bo stevilo na izbrani kroglici kve¢jemu 10 je gotov dogodek.

. Na loteriji je 2500 listkov, vsak izmed njih stane 10 E. Eden izmed njih
zadene 100 E, stirje po 50 E, 10 listkov zadene po 20 E, 20 po 10 E, 150
po 5 E in 400 po 1 E. Koliksna je verjetnost, da z nakupom enega listka

(a) nimamo izgube,

(b) zasluzimo?

Resitev. n = 2500 (Stevilo listkov).

(a) Stevilo ugodnih izidov je stevilo listkov, ki zadenejo vsaj 10 E, m =

. p_ 35
35, P = 5500

(b) Stevilo ugodnih izidov je §tevilo listkov, ki zadenejo vsaj 20 E, m =
15; P = #os

.V prvi skatli je 5 kroglic, ostevil¢enih od 1 do 5; v drugi skatli je 5 kroglic,
ostevil¢enih od 6 do 10. Iz vsake skatle potegnemo po eno kroglico.
Koliksna je verjetnost, da je vsota Stevil na izbranih kroglicah

(a) enaka 11,
(b) ni manjsa od 7,

(c) ni vedja od 117

38



Regsitev. Moznih izidov (parov §tevil) je n = 25.

m=5 P=g
(b) m =25, P =1 (Gotovo je vsota vsaj 7.)
m=1

)
__ 15
5 P =3

Y

5. V skatli je 5 belih 6 rdecih in 4 ¢rne kroglice.

(a) Izvlecemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali rdeco?

(b) IzvleGemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da smo izbrali kro-
glico rdece ali ¢rne barve?

(c) Izvle¢emo dve kroglici. Kolik3na je verjetnost, da nismo izbrali bele?

(d) Izvle¢emo dve kroglici. Kolik$na je verjetnost, da smo izbrali kro-
glici rdece in ¢rne barve?

(e) Izvlecemo tri kroglice. Kolik$na je verjetnost, da smo izbrali 2 rdeci
in eno belo?

(f) Izvle¢emo tri kroglice. Kolik3na je verjetnost, da smo izbrali vsaj
eno belo?

Opomba: Naloge s kroglicami so vzor¢ne. Tako kot kroglice izbiramo
karkoli (kar zahteva naloga), na primer: zahtevane karte, Studente, ki so
opravili izpit z dolo¢eno oceno, kakovostne ali nekakovostne izdelke, .. ..

Resitev.

(a) n=15, m=6, P=

(b) n=15, m=6+4, P=1

() n=(3), m=(3), P=1%

(d) n= (125), m =6 -4, P:%

() n=(3), m=()5 P=g

(f) Verjetnost nasprotnega dogodka (nobena izvle¢ena kroglica ni bela)

n=_(y), m=(y), P=%

Verjetnost danega dogodka (vsaj ena izvlecena kroglica je bela):

_ __ 67
P=1-p=0
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6. Izpit je opravljalo 30 studentov. 15 jih je opravilo izpit z oceno vsaj 7,
10 jih je dobilo oceno 6. Kaksna je verjetnost, da trije naklju¢no izbrani
Studentje niso opravili izpita?

Resitev.

L= (). m= () P

3.2 Verjetnost vsote,
verjetnost produkta in pogojna verjetnost

1. Verjetnost, da pri metu (nepostene) igralne kocke pade Sestica, je %; vsi
ostali izidi (pade od 1 do 5 pik) so enako verjetni. Izra¢unajte verjetnost,
da pri metu taksne kocke

(a) padejo vsaj 4 pike,
(b) pade stevilo, ki je veckratnik Stevila 2 ali 3.

Resitev. Oznacimo z D; dogodek ,pade i pik".
Velja: P(Dg) =L, P(D,) = P(D,) = P(Ds) = P(D,) = P(Ds) = +

M - 10°
Zeleni dogodek je vsota nezdruzljivih dogodkov.

(a) P(Dy)+ P(Ds)+ P(Dg) = 5 + &
(b) P(Dz)+ P(D3)+ P(Dy) + P(Ds) =

N[

+

Ble

2. Dvakrat zaporedoma vrzemo (posteno) igralno kocko. Izra¢unajte ver-
jetnost,

(a) nismo vrgli Sestice,

(b) nismo vrgli niti Sestice niti enke.

40



Resitev. Zeleni dogodek je produkt neodvisnih dogodkov.

W P=33-2
) Pttt

3. Naklju¢no izberemo Stevilo med 1 in 99. Koliksna je verjetnost, da je
izbrano Stevilo deljivo

(a) s

(b) s3ins b,
(c) s3alisbh,

(d) s3alisbalis7?

Resitev. Oznac¢imo z D; dogodek ,izbrano stevilo je deljivo z .

(a) P(Ds) =g

(b) P(Ds-Ds) = P(Ds) = 99
Dogodka nista neodvisna.

Dogodka nista nezdruzljiva.

(d) P(Ds+Ds+D7) = P(D3)+P(Ds)+P(D7)—P(D3-Ds)—P(Ds-Dr)—

_ . 1,19 ,14 6 _ 4 _ 2 _ 54
P(D7 D5) +99+99 99 ~ 99 99 — 99

4. Prva skatla vsebuje 2 beli in 10 ¢rnih krogel, v drugi skatli je 8 belih in
4 ¢rne krogle. Iz vsake Skatle izvleCemo eno. Izracunajte verjetnost, da
smo izvlekli

(a) 2 beli krogli,
(b) krogli razli¢nih barv,
(c) krogli iste barve.
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Resitev. Oznac¢imo dogodke:

By ,jz prve skatle smo izvlekli belo kroglo®,

(1 ,jiz prve skatle smo izvlekli ¢rno kroglo*,

By ,jz druge Skatle smo izvlekli belo kroglo®,

Cs iz druge Skatle smo izvlekli ¢rno kroglo®.

Dogodki z indeksom 1 in 2 so medsebojno neodvisni.
(a) p(Bl.B2):l.§:ﬁ

12 12 144
(b) P(B1'02+Cl-32):%.%+%.%:%
(C) P<BlBQ+0102):% 8+%%:15T64

5. Verjetnost, da se stroj v dolo¢enem dnevu pokvari, je 0.1. Izracunajte
verjetnost,

(a) da bo stroj deloval brez napake vsaj 4 dni,

(b) da se bo stroj pokvaril peti dan.

Resitev. Oznacimo dogodke:

F; ,stroj se i-ti dan pokvari®, P(F;) = %7

F; stroj se i-ti dan ne pokvari, P(F;) = 5.

Dogodka, ki se zgodita ob razli¢nih dnevih, sta neodvisna.

(a) P(FLFF3Fy) = (%)
(b) P(F1F2F3F4F5) = (%)4 L

10

olw

6. Hkrati vrzemo dve igralni kocki. Koliksna je verjetnost,

(a) da na obeh kockah hkrati pade 6 pik,

(b) da na obeh kockah hkrati pade 6 pik, ¢e vemo, da je vsota pik vecja
od 10,

(c) da je vsota pik na obeh kockah manjsa od 7,

(d) da je vsota pik na obeh kockah manjsa od 7, ¢e vemo, da je na prvi
kocki padlo manj kot 5 pik?
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Resitev. Oznacimo dogodke:

P, (Ps;, P-;),na prvikocki padei (>1i, < i) pik®

D; (Ds;, D;) ,na drugi kocki pade ¢ (>4, < i) pik®

Vi (Vs V) ,wvsota pik jei (>4, <i)"

Dogodek na prvi kocki je neodvisen od dogodka na drugi kocki.

(a) P(FsDs) = %

(b) P(PyDo Vo) = PLEV0) _ 1
(c) P(Ver) = %

() P(Vir/Pos) = Tzl — 14

7. V 8katli je 5 belih 6 rdecih in 4 ¢rne kroglice. Hkrati izvlecemo iz skatle
2 kroglici. Koliksna je verjetnost,
(a) da sta obe izvleceni kroglici bele barve, ¢e vemo, da nobena ni ¢rna,

(b) da sta izvleceni kroglici razli¢nih barv, ¢e vemo, da nobena ni ¢rna,

Resitev.

(a) Zaradi pogoja ,nobena ni ¢rna* lahko razmisljamo, kakor da ¢rnih
kroglic ni v skatli.
P = @ 2

(5 u

8. Verjetnost, da bo izdelek prvovrsten je 0.3; verjetnost, da bo neuporaben
je 0.1. Izracunajte verjetnost, da bomo kupili

(a) prvovrsten izdelek, ¢e vemo, da je uporaben,

(b) neuporaben izdelek, ¢e vemo, da ni prvovrsten.

Resitev. Oznac¢imo dogodke:

F' jizdelek je prvovrsten, P(F') = 0.3,
U ,jzdelek je uporaben®, P(U) = 0.9,
U ,jizdelek je neuporaben®, P(U) = 0.1.
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