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Poglavje 1
Odvod

1.1 Definicija in geometrijski pomen

f(xo+h) / T

|
|
|
| O0#h)-{(xc)

f(xa)

Slika 1.1: K definiciji odvoda



Oznake:

o Af = f(xg+ h) — f(zo) sprememba funkcijske vrednosti

e Az = h sprememba neodvisne spremenljivke

Af _ flwoth)—f(zo)

* 3 ) diferenéni koli¢nik
x h

Definicija: Odvod funkcije f v tocki zq (oznaka f'(x)) je limita diferen¢nega
koli¢nika, ko gre h proti 0:

Opomba: Kadar gornja limita ne obstaja ali kadar ni konc¢no Stevilo, funkcija
f v tocki xy ni odvedljiva.

Geometrijski pomen:

e Enacba sekante skozi tocki Ty(zo, f(x0)) in T(xo + h, f(zo + h)):

Yy — f(xo) = flzot hl)l — flzo) (iU - Io)

e Diferenc¢ni koli¢nik % je smerni koeficient sekante skozi tocki Ty (g, f(x0))
in T'(xzg + h, f(zo+ h)).

e Ko h — 0, potem T — Tj in sekanta preide v tangento na graf fnkcije v
tocki ([Eo, f(l'(]))

e f'(x0) je smerni koeficient tangente na graf funkcije f v tocki z absciso
Zg-

e Enacba tangente na graf funkcije f v tocki z absciso zy:
y — f(x0) = f'(20)(x — )

e Enacba normale na graf funkcije f v tocki z absciso xq:

1

y—f(ifo):—m

(x — )



Kako po grafu spoznamo odvedljivo funkcijo?
e Funkcija ima v vsaki tocki (samo eno) tangento. Graf ni lomljena krivulja.

e Tangenta ni navpicna.

Definiciga:
e Desni odvod funkcije f v tocki xg je

lim f(xo+h) — f(xo)_
h—0+ h

Enakovredni zapisi: limy_,o+, limpjo, limp—o40

e Levi odvod funkcije f v tocki zq je

lim f(xo+h) — f(xo)'
h—0- h
Enakovredni zapisi: limy_,o-, limppo, limp—o—o

e Funkcija f je odvedljiva na odprtem intervalu (a,b), ¢e je odvedljiva v
vsaki tocki tega intervala.

e Funkcija f je odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b], ¢e je odvedljiva na
odprtem intervalu (a,b), ima v tocki = a desni odvod in v tocki x = b
levi odvod.

Izrek: Ce je funkcija f v tocki o € Dy odvedljiva, je v tocki zy zvezna.

Opomba: Obrat ne velja. Zvezna funkcija ni nujno odvedljiva. Protiprimer
je funkcija f(z) = |z|.



1.2 Pravila odvajanja

1. Odvod konstante f(z) = C":

Af |
Ay O fm0=0
C'=0

2. Odvod identi¢ne funkcije f(z) = z:

Af |
Ag b fml=
=1

3. Odvod vsote funkcij f(z) + g(x):

Alf+g) _ flath) = fl@)  gleth)—g(z)

Azx h h

= f'(x) +4'(x)

lim
h—0

h h

Enako velja za razliko funkcij.
Krajsi zapis:

fla+h) —1@) | gle+h) - g(x)
( ‘ )

(f+9)=1=+d
4. Odvod produkta funkeij f(z) - g(z):

AMfog) _fleam—f@)

oo +h) ~ g(a)
= : )+ f(a)

h

h—0 h
(f-9)=f-9+fd
Posebni primer - odvod funkcije C'f (C konstanta):

hm(ﬂ$+2_fwbm+h%wﬂmﬂx+m_g@0:aﬂwﬂ@+ﬂ@du)

cn =cr
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5. Odvod kvocienta funkcij %:

I

Al (f(x +h) = f@)g(x) = f@)(g(z+h) — g(x))
Ax hg(x + h)g(z)
iy S @+ 1) = f(2)g(2) — f(2)(g(z +h) —g(x)) _ f(2)9(2) — flx)g'(z)
h—0 hg(z + h)g(z) (9(z))?
fv_T9—T1d

(=)

9 9°
6. Odvod posredne funkcije f o g(z) = f(g(x)):

A(foyg) _ flglz+h)) - flg(x) glz+h)—g(z)

Ax gz +h) —g(x) h
o (F+ )~ flg(2)) gle+h)—g(2)\ _ oo e
i (Ht )= T =) gt o)

7. Odvod inverzne fukcije f~!(x) izratunamo z uporabo prejsnjega pravila:

1

U= )

8. Odvod funkcije oblike y(z) = f(x)®):

e Funkcijo zapisemo v obliki y(z) = em/(@)9(@),

e Odvajamo po pravilu za odvod posredne funkcije

y = f'(Inf-g).



1.3 Odvodi elementarnih funkcij

7 uporabo definicije in pravil za odvajanje izracunamo odvode osnovnih ele-
mentarnih funkcij.

L. (C)Y=0, CeR

2.

6. (Inz) =1

7. (log,z) = o= - 1

8. (sinz) = cosz

9. (cosz) = —sinzx

10. (tanz) = (CO;W

11. (arcsinz) = 11_:52
12. (arccosz) = — 11_$2

13. (arctanz) = 12;“

10



1.4 Diferencial funkcije

Definiciga:

e Diferencial neodvisne spremenljivke x (oznaka dz) je ,majhna“ spre-
memba neodvisne spremenljivke, torej dr = h.

e Diferencial odvisne spremenljivke, funkcije f (oznaka df), je enak pro-
duktu odvoda funkcije f in diferenciala neodvisne spremenljivke, torej

df = f'(z)dz.
Opomba: Od tod drug zapis za odvod funkcije: f'(z) = %.

Formula za pribliZno racunanjge: Ce je h ,dovolj majhen“, potem je

Tlao )=o) _ g

ali

fxo +h) = f(xo) + hf'(xo).

Geometrijski pomen diferenciala: (slika 1.1)

e df = hf'(xo) = htana, kjer je a naklonski kot tangente na graf funkcije
f v tocki xg.

o f(xo) +df = f(zo) + hf'(xo) je linearni priblizek (to je vrednost na
tangenti) za funkcijsko vrednost f(zg + h).

Linearni priblizki funkcij: (v formuli za priblizno ra¢unanje postavimo
zo =0, h=ux)

I. 1+x)P~1+px, peR
2. e ~1+zx

3. In(l+z2)~uz

4. sinx ~ x

D. cosx ~ 1

6. tanz =~z

11



1.5 Lastnosti funkcij, odvedljivih na zaprtem in-
tervalu

1. Rolle-ov izrek:
Naj bo funkcija f odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b].

.....

Potem znotraj intervala obstaja taksna tocka zo € (a,b), v kateri je
odvod funkcije f enak ni¢: f’(xy) = 0.

Izrek ne velja, ¢e funkcija f ni odvedljiva ali ¢e f(a) # f(b).

2. Lagrange-ov izrek:
Naj bo funkcija f odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b].

Potem znotraj intervala obstaja taksna tocka xg € (a,b), da velja

f(b) = f(a)

b—a J'(wo).

Pomen izreka:

) % je smerni koeficient sekante skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)).

e Izrek zagotovi, da obstaja tangenta, ki je vzporedna sekanti skozi

tocki (a, f(a)) in (b, f(b)).

Drug zapis Lagrangevega izreka:
Postavimo b — a = h, torej b = a + h. Potem je

fla+h)—f(a)
h

= ['(x0)

ali
fla+h)=f(a)+hf'(xg), a<zo<b.

12



Zapis primerjamo z diferencialom f(a + h) = f(a) + hf'(a).

Dobimo napako, ki jo storimo pri ra¢unanju funkcijske vrednosti z difer-
encialom:

(f(a) +Vfbf/(xo)2— (f(a) +hf'(a)) = h(f'(z0) = ['(a)).

N " S

prava vrednost  priblizna vrednost

. Naj bo funkcija f odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b].
Odvod funkcije f naj bo povsod na intervalu [a, b] enak ni¢: f'(z) = 0
za vsak x € [a, b].

Potem je funkcija f na intervalu [a, b] konstantna.

. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na intervalu [a, b].
Povsod na intervalu [a, b] naj imata funkciji enaka odvoda: f'(x) = ¢/(z)
za vsak x € |a, b].

Potem se funkciji f in ¢g na intervalu [a, b] razlikujeta le za konstanto:
f(x) = g(x) + C, kjer je C konstanta.

Opomba: Vsi omenjeni izreki veljajo tudi, ¢e predpostavimo odvedljivost
funkcije le na odprtem intervalu (a,b), na zaprtem intervalu [a,b] pa le
zveznost.

13



1.6 L’Hospitalovo pravilo

Kako izra¢unati limito lim,_, %, ceje f(a)=g(a) =07

Ce sta f in g odvedljivi na okolici tocke a, je

o f(x) = fla+h) = fla) + [(z)h in g(x) = g(a+ h) = g(a) + g'(x2)h,

xq in x5 lezita med z in a (Lagrangev izrek),

f@) _ fa)+f(z)h _ f(z1)

® 9@ T 9@+ @k  glz2)’
: f@) _ 1 f'(x)
e lim, ,, o = lim,_,, i)

Velja splosneje:

Izrek: Naj bodo izpolnjeni pogoji:

e Funkeciji f in g sta odvedljivi na neki okolici tocke a (razen morda v tocki

a).
e Funkciji g in ¢’ sta razli¢ni od ni¢ (razen morda v tocki a).

e Velja lim, ., f(z) = lim,_, g(z) = 0.

e Obstaja lim,_,, M
g'(z)

Potem obstaja lim,_., % in velja

lim J@) lim Jz)

= g(x)  emag'(z)

Opomba: lzrek velja tudi, ko je lim,_., f(z) = lim,_, g(z) = oo ali ko gre x
proti £oo0.

Torej: L’Hospitalovo pravilo uporabimo za ra¢unanje limit oblike % ali 2.

14



1.7 Visji odvodi

e Naj bo f odvedljiva funkcija na intervalu (a,b).
e [ je funkcija. Ce je odvedljiva, jo lahko odvajamo.

o (f") = f" je drugi odvod funkcije f.

Oznake:
o f1, f7 f W, fO) . zaporedni odvodi funkcije f
e ™ n-ti odvod funkcije f

o O = f dogovor

Definicija: Funkcija f je gladka, ¢e je zvezno odvedljiva. To je, ¢e je njen
odvod zvezna funkcija.

15



1.8 Taylorjeva formula

Definicija: n-ti Taylorjev polinom funkcije f v tocki a je

f'(a) f"(a)
1! 2l

["(a)

2
(x—a)"+ -+ o

Ton(x) = f(a) + (x —a)™.

(x —a)+

e S Taylorjevo formulo v okolici dane tocke aproksimiramo odvedljive funkcije
s polinomi. Velja:

Funkcija f in Taylorjev polinom T, ,, imata v tocki a isto vrednost. Enako
velja za vrednosti njunih odvodov do vkljuéno n-tega reda:

fla) = Tun(a), fla)=T;,(a), ....f"(a) =T} (a).

e Drug zapis Taylorjeve formule:

Ce 2 —a = h oziroma = = a + h, potem

/ " (n)
fla),  f@ 0@,
1! 2! n!
Opazimo: Aproksimacija funkcije s Taylorjevim polinomom stopnje 1 se

ujema z aproksimacijo funkcije z diferencialom.

Ton(a+h) = f(a)+

Izrek: Naj bo f vsaj (n+ 1)-krat odvedljiva funkcija na odprtem intervalu I
in naj a € I. Potem je

f(x) =Tun(z) + Ry(z, a),
kjer je R, (z,a)ostanek in velja

Fr (e — 0

(n+ 1)1 , ¢ lezimed a in =x.
n !

R, (r,a) =

V posebnem primeru a = 0:

/ " (n)
f@) = 1)+ L0y L0 IO (o),
kjer je i)
n+1 n+1
R,(x,0) = %, ¢ lezimed 0 in uz.

16



e Ce znamo oceniti napako R, (v okolici toc¢ke a), potem vemo, kako
natan¢no smo funkcijo aproksimirali s polinomom.

o Ce je f polinom stopnje n, je R, = 0.

Taylorjeva vrsta funkcije f v tocki a:

f'(a) f"(a)
1! 2!

f"(a)

n!

Ta(x):f<a)+ (x—a)—i— (x—a)2_|_..._|_

(x—a)"+-

Ce je lim,, .o R,(x,a) = 0, je Taylorjeva vrsta konvergentna in njena vsota je

enaka f(x).

Razvoj funkcij v Taylorjevo vrsto: (a = 0 v gornji formuli)

1. (142 =14pz+ P(P;)ﬁ 4 pe=De=2) 3 . 4 pe=D-pntl) n oy

3! n!

(2n+1)!
$2 n $2n
S.cosw=1—5 4+ (=1)" Gy +
6. arctanx =z — 51;)_3 + % + (_1)nz2j:_:11

17



1.9 Analiza funkcij

1.9.1 Monotonost funkcij

Kriteriyy monotonosti za odvedljive funkcije:
Za funkcijo f, odvedljivo na intervalu (a, b), velja:

1. f'(x) > 0 za vsak = € (a,b) < f na intervalu (a, b) narascajoca

2. f'(x) > 0 za vsak x € (a,b) = f na intervalu (a,b) strogo narasc¢ajoca
3. f'(x) <0 zavsak x € (a,b) < f na intervalu (a,b) padajoca

4. f'(x) < 0 za vsak x € (a,b) = f na intervalu (a,b) strogo padajoca

Opomba: Obrat pusice v drugem in Cetrtem primeru ne velja. Funkcija
f(z) = 23 je povsod na R naraic¢ajoca, njen odvod pa ni povsod strogo pozi-
tiven (f'(0) = 0).

Definicija: Stacionarne tocke funkcije f so resitve enacbe

f'(z) =0.

1.9.2 Lokalni ekstremi funkcij

Definicija:

1. Funkcija f ima v tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e obstaja tak 6 > 0, da za
vsak x iz intervala (¢ — 6, ¢+ 9) velja f(z) < f(c).

2. Funkcija f ima v tocki ¢ lokalni minimum, ¢e obstaja tak 6 > 0, da za
vsak x iz intervala (¢ — 6, ¢+ 9) velja f(z) > f(c).

3. Funkcija f ima v tocki ¢ globalni maksimum (minimum), ¢e za vsak z iz
definicijskega obmodja funkcije f velja f(z) < f(c) (f(z) > f(¢)).

18



Izrek: Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki ¢ lokalni ekstrem (maksimum ali
minimum), potem je njen odvod v tocki ¢ enak ni¢: f’(¢) = 0.

Opomba: Lokalni ekstrem je torej stacionarna tocka. Ni pa vsaka stacionarna

tocka lokalni ekstrem. Protiprimer predstavlja funkcija f(z) = 23: f/(0) = 0,

vendar funkcija v toc¢ki 0 nima lokalnega ekstrema.

Kako ugotovimo, ali je v dani stacionarni tocki ¢ lokalni ekstrem funkcije f?

1. nacin: Pogledamo, ali prvi odvod spremeni predznak pri prehodu skozi
stacionarno tocko.

o Ce je prvi odvod funkcije levo od stacionarne tocke pozitiven, desno
negativen, ima funkcija tam lokalni maksimum.

e Ce je prvi odvod funkcije levo od stacionarne tocke negativen, desno
pozitiven, ima funkcija tam lokalni minimum.

e Ce prvi odvod v stacionarni tocki predznaka ne spremeni, ima funkcija
tam prevoj.

2. nacin: Pogledamo predznak drugega odvoda v stacionarni tocki c.

o Ceje f"(c) <0, ima f v tocki ¢ lokalni maksimum.
o Ceje f"(c) > 0, ima f v tocki ¢ lokalni minimum.
(

o Ceje f” ¢) = 0, drugi odvod ne da odgovora o naravi stacionarne
tocke c. Za klasifikacijo potrebujemo visje odvode.

Definicija:
e Funkcija f je konveksna, kjer je drugi odvod funkcije f pozitiven.
e Funkcija f je konkavna, kjer je drugi odvod funkcije f negativen.

e Prevoj je tocka, kjer funkcija preide iz konveksnosti v konkavnost ali
obratno.

19



1.9.3 Risanje grafov funkcij

Pri risanju grafa funkcije f predhodno pois¢emo:
1. definicijsko obmocje Dy, obnaSanje funkcije na robu Dy
2. nicle, pole oz. navpi¢ne asimptote, intervale pozitivnosti in negativnosti
3. stacionarne tocke, intervale narascanja in padanja

4. prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti

1.9.4 Globalni ekstremi funkcije na zaprtem intervalu

Najve¢ja (najmanjsa) vrednost odvedljive funkcije na zaprtem intervalu |a, b|
nastopi bodisi v stacionarni tocki znotraj intervala bodisi v krajis¢ih intervala.

Kako pois¢emo najvecjo in najmanjsSo vrednost funkcije f na [a, b]?
e izra¢unamo f(a), f(b)
e pois¢emo stacionarne tocke funkcije f: xy,xo,. ..
e izra¢unamo vrednosti funkcije f v stacionarnih tockah: f(z1), f(x2),. ..

e med izra¢unanimi vrednostmi f(a), f(b), f(z1), f(x2),... poiséemo na-

jvecjo - fmax in najmanjso - fin

20



Poglavje 2

Integral

2.1 Nedoloceni integral

Definicija: Nedoloceni integral (ali primitivna funkcija) dane funkcije f je
taksna funkcija F, da velja I = f (to je, F'(z) = f(z) Vx € Dy).

Torej: integriranje je nasprotna operacija odvajanja.
Opomba: Pogoj F' = [ zapiSsemo z diferencialom kot dF = f(x)dx.

Oznaka: F(x) = [ f(z)dz
(f integrand, z integracijska spremenljivka, | integralski znak)

Ce sta F} in F, nedologena integrala dane funkcije f, potem je F} (x)— Fy(x) =
C' (konstanta).

Iz tabele odvodov dobimo tabelo nedoloc¢enih integralov.

1. f[de=a+C

2. fxpdzszjll%—a p#—1

w

. [idz =In|z|+C
4. [e"de =e"+C
5. fa’:dx:ﬁax—i-c

21



6. [sinazdr =—cosz+C
7. [cosxdr =sinxz+ C

8. f(cosm dr =tanx + C
9. fmdx:—cotx—i—c
10. [ hzde = arctanz + C

11. f ﬁdm = arcsinz + C

Se nekaj osnovnih nedolocenih integralov:

1. [tanzdr = —In|cosz| + C
2. [ spmde =} arctan(2) 4+ C
3. [ mimdr =5, 1n‘x+a|+c
4. fmd =-Ln[Z4+C
5. fﬁdm:ln|x+\/m|+0
6. fmdm—arcsm( )+ C

22



2.2 Doloceni integral

e f naj bo zvezna funkcija na intervalu [a, b].
e Interval [a, b] razdelimo na manjse intervale: [zg, x1], [x1, 23], ..., [Tn_1, Tn].
e Sirine teh intervalov naj bodo po vrsti: dy,ds, ..., d,.

e Na vsakem od teh intervalov izberemo poljubno tocko. Po vrsti naj bodo
to tocke: aq,am, ..., ay.

e Tvorimo vsoto (imenujemo jo integralska ali Riemannova vsota funkcije

f):
flar)dy + f(az)dy + -+ -+ f(on)dn = Z flas)d;

Definicija: Doloc¢eni integral funkcije f na intervalu [a, b] (oznaka fab f(z)dx)
je enak limiti vsote Y | f(«a;)d;, ko gredo vse Sirine intervalov d; proti 0.

b n
/a flx)de = %Zl flew)d;, d=max{dy,ds,... dy}

Posledica:

e Ce je f zvezna in pozitivna na [a, b], potem je f;f(x)dx enak ploséini
lika pod krivuljo.

e Ce je f zvezna in negativna na la, b], potem je plos¢ina med krivuljo in
abscisno osjo enaka — f; f(z)dx.

e Ce je f soda funkcija, potem je [° f@)de =2 [ f(z)du.

e Ce je f liha funkcija, potem je ffa f(z)dz = 0.

Lastnosti dolocenega integrala:

/a )y = /  Fu)du

Ni pomembno, kako oznac¢imo integracijsko spremenljivko.

1.
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/abf(x)d:)sz/acf(as)dxﬂL/cbf(x)d;g, c € (a,b)
/aaf(a:)da::O

mo—a)< [ < 2o
¢e m = mingepp f(2) in M = maxgepp f ().
5. Zaradi gornjega
mSﬁ/jf(m)deM.

Ker zvezna funkcija na zaprtem intervalu zavzame vse vrednosti med m
in M, obstaja xg € [a,b], da velja

f(xo)—bia/ F(@)da.

To vrednost imenujemo srednja vrednost funkcije f na [a,b] in oznac¢imo

2 .
[ swie=- [ o

6. Definicija:
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2.3 Zveza med dolo¢enim in nedolo¢enim inte-
gralom

Naj bo f zvezna funkcija na [a,b] in x € [a, b].

- / o

Ce se spreminja x, se spreminja plos¢ina. Refemo, da je F(x f f(t)
funkcija zgornje meje.

Definiciga:

Izrek: Naj bo f zveznana [a,b], z € [a,b]in F(x f f(t)dt. Potem velja:
1. F' je odvedljiva funkcija.
2. F je nedoloceni integral funkcije f (F'(z) = f(x)).

3. fab f(t)dt = F(b) — F(a) Newton-Leibnizova formula

Torej: ¢e poznamo nedoloc¢eni integral F' funkcije f, potem izra¢unamo doloc¢eni
integral fab f(z)dz tako, da od vrednosti nedolo¢enega integrala na zgornji meji
F(b) odstejemo vrednost F'(a).

Oznaka:

/ f(x)dz = F(z)[2 = F(b) — F(a)
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2.4 Pravila in sploSne metode integriranja

Vsa pravila in formule veljajo tako za nedolocene kot za doloc¢ene integrale.

1. Integral vsote (razlike) funkcij je vsota (razlika) integralov.

Jt@ £g@yis = [ ardnz [ ooyt

/ab<f(a:)ig(x))da::/abf(x)dxi/abg(x)dx

2. Konstanto lahko damo pred integral.

/C-f(x)da::C-/f(m)das

/abo f)de = C - /abf(a:)da:

3. Uvedba nove spremenljivke:
Naj bo f zveznana [a,b], g : o, 8] — [a, b] pa zvezno odvedljiva funkcija.
Potem velja:

[ tdu= [ stgtag @),

9(8) jé]
f(u)du = / f(g(2)g (x)dz.

g(a)

Uvedli smo novo spremenljivko u = ¢(z), du = ¢'(x)dz.

Pri uvedbi nove spremenljivke se (v primeru dolo¢enega integrala) spre-
menijo meje. Dolo¢imo jih iz enacbe, s katero uvedemo novo spre-
menljivko.

4. Metoda delnega integriranja (integracija po delih, per partes):

e Odvajajmo produkt funkcij u(x)v(z):



e Torej je u(x)v(z) nedoloceni integral od u'(z)v(x) + u(z)v'(x):

/(u’(x)v(x)+u(x)v'(x))dx = /u'(x)v(m)dx+/ w(x)v' (z)dx = u(x)v(z)+C

ali
/u(x)v’(m)dx = u(x)v(x) — /u/(x)v(x)dx.
e Po Newton-Leibnizovi formuli je
b b
/ o' (z)v(x)dx +/ u(z)v' (z)de = u(z)v(z)[®
ali
/ u(z)v'(z)dz = u(z)v(z)® — / v (z)v(z)dx.

e Krajsi zapis:
za nedoloc¢eni integral

/udv:uv—/vdu
b b
/udv:uvﬁ;—/ vdu

e (v izberemo tako, da znamo izrac¢unati v.

za doloc¢eni integral

Pri integraciji po delih:

e Integral [ vdu naj bi bil enostavnejsi od zacetnega.

Standardni primer za integracijo po delih

[ v )i,
pri cemer je
e p polinom.

e f elementarna funkcija.

— Ce je f eksponentna ali kotna funkcija, izberemo
u=p,dv= fdx.

— Ceje f logaritemska ali krozna (inverzna kotna) funkcija, izber-
emo
u=f,dv=pdz.
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2.5 Metode integriranja za doloc¢ene razrede funkcij

2.5.1 Integriranje racionalnih funkcij

1. Integrali enostavnih ulomkov

(a) [de=In|z—a|+C

(z—a n+tl
f(xa dx = n)+1 +C

(c) fmd$=\/l arctan I’LQPQ +C, (p?P—4g<0)

4

2x+p 4n—6 1
AT = G e T oD ) J @ para 14T

) f (:Jc2+plm+f1)"
(p* —4q < 0)
Gornje pravilo za nizanje eksponenta nerazcepnega kvadratnega
polinoma v imenovalcu dobimo z delnim integriranjem.

2. Integriranje splosnih racionalnih funkcij

/de, p,q polinoma
q(z)

o Ce je stopnja polinoma p vedja od stopnje polinoma ¢ (stp > stq),
potem polinoma delimo.

p(z) r(z)
RS
Integral polinoma [ k(z)dr znamo izracunati, ostane se [ 77 T(I dr,

kjer je str < stq.

e Polinom ¢ razcepimo v realnem.
¢(z) = (z—a)"...(z" + pr +q)"
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e Funkcijo (=) razcepimo na parcialne ulomke.

q(x)

r(x A A A,

q(z) z—a (z—a) (x —a)
Cl$+D1 n Cm$+Dm
22+ pr+q (22 4+ px +q)™

Konstante izracunamo s primerjavo koeficientov pri potencah x-a.

e Stevce v ulomkih oblike CQ”—JFD),C zapiSemo kot vsoto veckratnika

(z2+prtq
odvoda nerazcepnega kvadratnega polinoma v imenovalcu in kon-
stante. o o

o [ ;8 dz se prevede na vsoto integralov enostavnih ulomkov.

2.5.2 Integriranje iracionalnih funkcij

1.
/R(\/E, Vx,vx,..)dr, R racionalna funkcija
Uvedemo novo spremenljivko z = t", n je najmanjsi skupni veckratnik
korenskih eksponentov.
2.

/ dx
vax?+bx +c

Integral te oblike prevedemo na

o [ s =lr+Va¥tal+C cea>0,

do : x
ofm_arcs1nx+0,cea<0.
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2.5.3 Integriranje kotnih funkcij

1.
/(sin x)™(cosx)"dx, m,n €N
e Naj bo vsaj eno od stevil m ali n liho. Ce je m liho $tevilo, uvedemo
novo spremenljivko ¢ = cosx. Ce je n liho Stevilo, uvedemo novo
spremenljivko ¢t = sin z.
e Ce sta obe stevili m in n sodi, znizamo eksponente po formulah
1-— 2
(sinz)? = 1= cos(2z) x),
2
1 2
(cosz)? = LT 908(2T)
2
2.
/sin(aaz) sin(bz)dz, /sin(am) cos(bz)dz, /cos(ax) cos(bx)dx
Integrande zapisemo kot
: : 1
sin(az) sin(bz) = 5(005(&3: — bx) — cos(ax + bx)),
: L, . :
sin(ax) cos(bzx) = §(s1n(a:v — bx) + sin(ax + bx)),
cos(ax) cos(bx) = §(cos(a:1: — bx) + cos(ax + bx)).
3.

/R(Sin x,cosx)dr, R racionalna funkcija

Uvedemo novo spremenljivko ¢ = tan(3).
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2.6 PosploSeni integral

V definiciji dolo¢enega integrala smo zahtevali koncen interval in omejeno
funkcijo na tem intervalu.

1. Interval je koncen, funkcija ni omejena

Definicija: Ce ima funkcija f v tocki ¢ € (a,b) pol, potem
b c1 b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + lim f(z)dz.

- +
c1—c a co—cC 2

Integral obstaja (ali je konvergenten), ¢e obstajata obe limiti na desni in
sta kon¢ni. Sicer: integral je divergenten.

2. Integracijski interval je neskoncen

Definicija:

b—oo

/a " Fw)dr = lim / s

a——00
— 00 a

/b f(z)dz = lim f(z)dz
/OO f(x)dx = lim Cf(a:)da: + blim bf(:c)dx, ceR

a——00
a

Posploseni integrali obstajajo, ¢e obstajajo ustrezne limite na desni.
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2.7 Uporaba integrala

1. Rac¢unanje plos¢in

Spomnimo se definicije (f je zvezna funkcija na intervalu [a, b))

b n
/a' f(JJ)dQJ = }lli’l(l)zl: f(al)dla d= maX{dlu d27 s 7dn}

e f nenegativna na [a, bl:
f: f(x)dx je enak plosé¢ini lika med grafom funkcije f in abscisno
osjo na intervalu [a, b].

e f nepozitivna na [a, b]:
Plosc¢ina lika med grafom funkcije f in abscisno osjo na intervalu
[a, b] je enaka negativni vrednosti integrala fab f(z)dz.

e Plosc¢ina lika med grafoma funkcij f in g (f > ¢) na intervalu [a, 0]
je enaka [*(f(z) — g(x))da.

Pri ra¢unanju plos¢in si nariSemo skico in izkoristimo simetrijo.

2. Racunanje lo¢ne dolzine

Funkcija f naj bo zvezno odvedljiva na intervalu [a, b].

o L = fab V' 1+ (f'(x))%dx je dolzina krivulje (grafa funkcije f) nad

intervalom |[a, b].

o ds = /14 (f'(x))%dz je diferencial loka krivulje y = f(x).

3. Racunanje prostornine in povrsine vrtenine

Vrtenina je telo, ki nastane, ¢e se ravninski lik zavrti za polni kot okoli
dolocene osi. Poseben primer dobimo, ¢e okrog osi z zavrtimo lik, ki
ga omejujejo graf funkcije f, os x in navpi¢nici v mejah intervala, nad
katerim je funkcija podana.
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o V= fab 7(f(x))*dz je prostornina vrtenine pri vrtenju grafa funkcije
f nad intervalom [a, b] okoli osi x.

o P= f: 2 f(x)\/1 + (f'(x))%dx je povrSina plasCa vrtenine pri vrtenju

grafa funkcije f nad intervalom [a, b] okoli osi .
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2.8 Diferencialne enacbe

Navadna diferencialna enacba n-tega reda je enacba oblike

F(x,y,y,... ,y(”)) =0.

Resitev navadne diferencialne enacbe n-tega reda je na nekem intervalu [
definirana funkcija f, ki

e je na tem intervalu n-krat odvedljiva,

e za vsak r € [ ustreza enachbi F(z, f(z), f'(z),..., f™(z)) = 0.

Splosna resitev navadne diferencialne enacbe n-tega reda vsebuje n poljubnih
konstant Cy,Cs, ..., C,.

Posebno resitev diferencialne enache dobimo iz splosne resitve, ¢e konstan-
tam izberemo vrednosti - tako, da reSitev izpolnjuje Se n dodatnih pogojev.

Posebni primeri:

Ly = f(z)
Resitev: y = [ f(z)dz + C
2. y" = f(x)

Resitev: y = [([ f(z)dx)dx + Cix + Cy

3. Enacba z lo¢ljivima spremenljivkama v’ = f(x)g(y)
Resevanje: f% = [ f(x)dz + C

4. Linearna diferencialna enacba prvega reda 3’ + p(x)y = q(x)
Resevanje:

o P(z)= [p(a)dz, Q)= [ q(x)e"@da
o y=ePOQ)+0)
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Poglavje 3

Verjetnostni racun

3.1 Kombinatorika

Funkcija fakulteta:

en—nl=1-2-...-(n—1)-n, neN

e 0! =1 dogovor

Binomski koeficient: () = oy, mkeN, n>k>0
Velja:

c G =0 =1

« (1) =(")=n

« (=025

() + (5 = G)

Osnowvni izrek kombinatorike:
Na koliko nacinov lahko naredimo neko dejanje (sestavljeno iz k& medsebojno

neodvisnih faz), ¢e lahko naredimo prvo fazo na n; nac¢inov, drugo na ny naci-
nov,... in zadnjo (k-to) na ny nacinov?

N=n;-ng-...-ng

35



Permutacije:
e Na koliko nac¢inov lahko razvrstimo n elementov?
e Stevilo permutacij n elementov:

P, =n!

Permutacije s ponavljanjem:

e Na koliko nacinov lahko razvrstimo k razlicnih elementov, ¢e se prvi
ponovi n; krat, drugi ny krat,... in zadnji (k-ti) ng krat (n = ny 4+ ng +

e Stevilo permutacij n elementov s ponavljanjem:

n!

Pnl,nQ,...nk _
" nilng! - - - ny!

e Enakovredno vprasanje: Na koliko nacinov lahko razvrstimo n elemen-
tov, ¢e je med njimi n; enakih, ny enakih,... in n; enakih? Pri tem
n=>ny+ng+ -+ ng.

Variacije:

e Koliko razli¢nih urejenih k-teric lahko naredimo z n razlicnimi elementi
¢e se ti ne smejo ponoviti (k < n)?

e Stevilo variacij n elementov k-tega reda:

VE=n-(n-1)-...-(n—k+1) =

n

(n—k)!
o Velja: V' = P,

Variacige s ponavljanjem:

e Koliko razli¢nih urejenih k-teric lahko naredimo z n razli¢nimi elementi,
ki se smejo ponoviti?

e Stevilo variacij n elementov k-tega reda s ponavljanjem:

(p) Vf — nk
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Kombinacije:

e Na koliko razliénih nac¢inov lahko izberemo k elementov izmed n elemenov
(k <n)?

e Stevilo kombinacij n elementov k-tega reda:

v (M) n!
Cn = (k) Ck!(n—k)!

e Enakovredno vpraSanje: Koliko razli¢nih podmnozic mo¢i k£ ima mnozica
mocCi n?
Kombinacije s ponavljanjem:

e Koliko razli¢nih mnozic moci k£ lahko naredimo z n razli¢nimi elementi,
ki se (v posamezni mnozici) smejo ponoviti?

e Stevilo kombinacij n elementov k-tega reda s ponavljanjem:

e A A TE

e Drugace: k-teric je toliko, kot ¢e bi (brez ponavljanja) izbirali med n +
k — 1 elementi.

Vezane kombinacije:

e Na koliko razli¢nih nacinov lahko izberemo k; elementov izmed n; ele-
menov, ko elementov izmed ny elemenov,... in k, elementov izmed n,

elemenov 7
chioke ook — () (T2 (T
e r (kl ko k,

e Opomba: Uporabili smo osnovni izrek kombinatorike.
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3.2 Dogodki

Poskus je dejanje, opravljeno pod natan¢no dolo¢enimi pogoji.
Drugace: Poskus je realizacija nekega kompleksa pogojev.

Dogodek: pojav, ki se pri poskusu lahko zgodi (ni pa nujno).

e Gotovi dogodek (oznaka () se zgodi pri vsaki ponovitvi poskusa.

e Nemogoc¢i dogodek (oznaka N) se ne zgodi pri nobeni ponovitvi poskusa.

e Slucajni dogodek (A, B, ...) se pri nekaterih ponovitvah poskusa zgodi,

pri nekaterih pa ne.

Racunanje z dogodki:

1.

nac¢in: A C B
Dogodek A je nac¢in dogodka B, ¢e se v vsakem poskusu, v katerem se
zgodi A, zgodi tudi B.

enakost: A =B
Dogodek A je enak dogodku B, ¢e se v vsakem poskusu oba dogodka
hkrati bodisi zgodita bodisi ne zgodita.

unija (vsota): AUB, A+ B
Unija (ali vsota) dogodkov A in B je dogodek, ki se zgodi natanko takrat,
ko se zgodi vsaj eden od dogodkov A ali B.

presek (produkt): AN B, AB
Presek (ali produkt) dogodkov A in B je dogodek, ki se zgodi natanko
takrat, ko se zgodita oba dogodka A in B.

nasprotni dogodek: A
Nasprotni dogodek dogodka A je dogodek, ki se zgodi natanko takrat,
ko se dogodek A ne zgodi.
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Velja:
e ACG
e A+ N=A A+G=G
e AG=A, AN =N
e AtA=G AA=N

Definiciga:

e Dogodka A in B sta nezdruzljiva, ¢e se ne moreta zgoditi hkrati (AB =
N).

e Dogodek A je sestavljen, ¢e ga lahko zapiSemo kot vsoto dveh mogocih
nezdruzljivih dogodkov.

e Dogodek A je elementaren (ali izid), ¢e ni sestavljen.

e Mnozica slu¢ajnih dogodkov S = {A;, As, ..., A, } je popoln sistem do-
godkov, ¢e se pri vsaki ponovitvi poskusa zgodi natanko eden od njih.
Torej:

— vsi A; so mogoci: A; # N, i=1,2,...,n
— so paroma nezdruzljivi: A;A; =N, i#j
— njihova vsota je gotov dogodek: Ay + Ay +---+ A, =G

Posebej: Ce so dogodki Ay, As, ..., A, elementarni, je S popoln sistem
izidov.

Opomba:

e Vsak dogodek si lahko predstavljamo kot mnozico zanj ugodnih izidov
(to je kot mnozico izidov, ki ga sestavljajo). Potem
— vsoti dogodkov ustreza unija mnozic izidov
— produktu dogodkov ustreza presek mnozic izidov
— nezdruzljivima dogodkoma ustrezata disjunktni mnozici izidov

— nemogoc¢emu dogodku ustreza prazna mnozica
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— gotovemu dogodku ustreza mnozica vseh izidov (univerzalna mnozica)
— nasprotnemu dogodku ustreza komplementarna mnozica izidov

— elementarnemu dogodku ustreza mnozica z enim elementom (us-
treznim izidom)

— Ce je A nacin dogodka B, potem je mnozica izidov (ugodnih za A)
podmnozica izidov (ugodnih za B)

e Za racunske operacije z dogodki veljajo enaka pravila kot za operacije z
mnozicami.
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3.3

Verjetnost

Definiciga:

1.

Klasi¢na definicija verjetnosti:

Naj bo S = {11, Is, ..., I,} popoln sistem enako pri¢akovanih izidov. Do-
godek A naj bo vsota k razli¢nih izidov tega sistema. Potem je verjetnost
dogodka A (oznaka (P(A)) enaka

k  stevilo ugodnih izidov (nacinov) za dogodek A

n Stevilo vseh izidov

Posebej: Verjetnost posameznega izida je P(I;) = .

Statisti¢na definicija verjetnosti:
Nek poskus ponovimo n krat. Pri tem se dogodek A zgodi k krat
(frekvenca dogodka A). Koli¢nik f(A) = £ je relativna frekvenca do-

godka A. Verjetnost dogodka A (P(A)) je $tevilo, pri katerem se navadno
ustali relativna frekvenca f(A), ¢e poskus dovolj krat ponovimo.

Lastnosti verjetnosti:

0<P(A) <1
P(N)=0, P(G) =1

e A C B, je P(A) < P(B)

de A= B, je P(A) = P(B)

P(A) =1 P(A)

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)

¢e A in B nezdruzljiva (AB = N ali P(AB) = 0), je P(A+ B) =
P(A) + P(B)

Definicija: Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e je P(AB) = P(A)P(B).

Pogojna verjetnost:
Koliksna je (v danem poskusu) verjetnost dogodka B, ¢e vemo, da se je dogodek
A (P(A) #0) zgodil?
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e Spremenimo poskus; opazujmo samo tiste primere, v katerih se dogodek
A zgodi. Stevilo vseh izidov spremenjenega poskusa je enako Stevilu
izidov, ugodnih za A (n4 od n) v prvotnem poskusu.

e Ugodni izidi za dogodek B (tako v spremenjenem kot v prvotnem poskusu)
so natanko tisti, ko se zgodita oba dogodka A in B (n4p ugodnih izidov).

e Verjetnost dogodka B pri pogoju A (oznaka P(B/A)) je verjetnost do-
godka AB v spremenjenem poskusu:

_TLAB_P(AB)
n na N P(A) )

P(B/A)

(Verjetnosti na desni sta verjetnosti v prvotnem poskusu.)

Nadaljnje lastnosti verjetnosti:
e P(AB) = P(A)P(B/A)

e ¢e Ain B neodvisna, je P(A/B) = P(A) in P(B/A) = P(B)
Velja obrat: ¢e P(A/B) = P(A) in P(B/A) = P(B), potem P(AB) =
P(A)P(B) (dogodka A in B sta neodvisna)

Dvofazni poskusi:
e Prvo fazo poskusa dolo¢a popoln sistem dogodkov (hipotez) { Hy, Ha, ..., H, }.

e Formula za popolno verjetnost: Verjetnost, da se v drugi fazi zgodi do-
godek A, je

P(A) = P(H,)P(A/Hy) + -+ + P(H,)P(A/H,).
(Racun: A = AG = AH, +---+ AH,, P(A) = P(AH,)+ -+ P(AH,))

e Bayesova formula: V drugi fazi se je zgodil dogodek A. Verjetnost, da
se je v prvi fazi zgodil dogodek H;, je
P(H;)P(A/H;)
P(A)

P(H;/A) =

(Ra¢un: P(AH;) = P(A)P(H;/A) = P(H;)P(A/H,))
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